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1 Théorie Naive des Ensembles

1.1 Introduction et Définitions

Un objet est dit un objet mathématiques s’il a été formellement défini avec lequel on peut faire
un raisonnement déductif et des preuves mathématiques. Ainsi, de maniere naive, on définit un
ensemble comme une collection d’objets mathématiques rassemblés d’apres, au moins, une pro-
priété commune. Ces propriétés sont suffisants pour affirmer si un objet appartient ou pas a I'en-
semble. Les objets sont appelés aussi 1les éléments de 'ensemble. Si x est un élément d’un en-
semble E, on le notera tout simplement par : x € E.
On notera aussi un ensemble en écrivant ses éléments séparés par des virgules entre deux acco-
lades ou en indiquant les propriétés de ses éléments entre deux accolades. Ainsi, par exemple,
on pourra noté I'ensemble des nombres entiers naturels pairs, soit par {0,2,4,6, ...}, ou bien par
{n € N|n est pair} .
Deux éléments d"un ensemble sont égaux s’il définissent le méme objet mathématiques. Ainsi,
I'ensemble

{-3,5,{1,2,3},2,4,2,{2,3,1}}

définit le méme ensemble que
{-3,5,4,2,{2,3,1}}.

Exemples 1.1.1. 1. On désigne respectivement par IN, Z, Q, R et C I'ensemble des entiers na-
turels, 'ensemble des entiers, 1’ensemble des nombres rationnels, 1’ensemble des nombres
réels et 'ensemble des nombres complexes.

2. Considérons l’ensemble E des hommes fideles et infideles. Cet ensemble n’a pas d’élément
puisqu’un tel homme n’existe pas. On appellera E I'ensemble vide, et on le notera par @, ou
bien par {}.

Soient A et B deux ensembles. On dit que A est inclus dans B (qu’on notera par A C B) si tout
élément de A est un élément de B. On dit aussi dans ce cas que I'ensemble A est une partie ou
sous-ensemble de B. Ainsi, les deux ensembles sont égaux (qu’on notera par A = B)si A C Bet
B C A.

Si E est un ensemble, on notera ’ensemble des parties de E par P(E).

Remarque 1.1.2. Soient E un ensemble quelconque et n un entier naturel.
1. L’ensemble vide est une partie de E;

2. Supposons de plus que 'ensemble E admet exactement n éléments : Alors ’ensemble P (E)
admet exactement 2" éléments.

Démonstration. Exercice a faire en cours. O

On définit 'ensemble B \ A comme 'ensemble des éléments de B qui n’appartiennent pas a A. Si
de plus, A C B, on notera ’ensemble B\ A par C4 (ou tout simplement par A° s’il n’y a pas de
confusion). On appellera aussi I’ensemble C4 le complémentaire de A dans B.

Maintenant, on va introduire deux notions importants concernant les opérations sur les ensembles,
a savoir : 'Intersection et I'Union.

L’ensemble qui ne contient que des éléments de A et B a la fois sera noté par A N B, tandis que
I'ensemble qui ne contient, soit les éléments de A ou soit les éléments de B sera noté par A U B. Si
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de plus, les ensembles A et B n’ont pas d’éléments en commun, on dit qu’ils sont disjoints et on
aANB=0.
Ainsi, on a les propriétés suivantes :

Proposition 1.1.3. Soient A, B et C trois ensembles quelconques :
1. ANA = AUA = A (Idempotente);

2. ANB=BNA, AUB=BU A (Commutativité);
3. A\B=ANB
4. (AUB) = A°NB°, (ANB)" = A°UB* (Lois de Morgan);
5. AN(BNC)=(ANB)NC, AU(BUC) = (AUB)UC (Associativité);
6. AN(BUC)=(ANB)U(ANC), AU(BNC)=(AUB)N(AUQCQC) (Distributivité);
7.B=CA< AUB=CetANB=0.
Démonstration. Exercice. O

Soient A et B deux ensembles. L'ensemble produit définie par :

AxB:={(a,b): ac€ A, be B}

est appelé 1le produit cartésien de A par B. Bien attendu, en général, ona A x B # B x A.
Enfin, si A et B sont deux parties d"un ensemble E, on dit que A et B sontdisjointssi ANB = .

Exercice 1 (Travaux dirigés). 1. Considérons les ensembles suivants : A = {1,13,25};B =
{{1,13},25};C ={{1,13,25}};D = {©,1,13,25} ; E = {25,1,13} ; F = {{1,13} ,{25}},G =
{{25},{1,13},25};H = {{1},{13},25}.

a). Quelles sont les relations (d’égalité ou d’inclusion) qui existent entre ces ensembles ?
b). Déterminer ANB; GUH;, E\G; C‘S.

2. Soient A, B et C trois parties d'un ensemble E :

a). Montrer que :

(ANB)UB = AU B
(A\B)\C=A\(BUC)
A\ (BNC)=(A\B)U(A\C).
b). Simplifier: (AUB)*N (CUA®)S; (ANB)“U(CN A%

3. Démontrer la Proposition 1.3.

1.2 Applications

Dans cet section, considérons deux ensembles E et F.



Définition 1.2.1. Une application f de I'’ensemble E dans I'ensemble F est une relation de corres-
pondance qui a tout élément x de E, on associe un unique élément y de F. L'application f sera
noté par :

f:E—F
x — yi=f(x).
Ainsi, siy = f(x), on dit que I'élément y est 1’ image de x par f, tandis que x est 1’ antécédent de

y par f. Bien attendu, les variables x et y sont muets. On pourra les notés par d’autres lettres. Par
exemple, si e est un élément de E, f(e) estl'image de e par f dans F.

Soit f une application de E dans F. Si A et B sont respectivement des sous-ensembles de E et F,
les ensembles f(A) et f~1(B) définies par :

f(A):={f(a)eF: ac A}, f'YB):={acE: 3beB b=f(a)}={xcE: f(x)€B}

sont, respectivement, appelés 1’ image de A par f et1’image réciproque de B par f. En particu-
lier, le sous-ensemble f(E) de F sera noté par Im(f). Par définition, les ensembles f(A) et f~1(B)
sont respectivement des parties de F et E.

Soient f une application de E dans F et ¢ une application de F dans G. On définit 'application (1a

composée) go f par:
gofE—=G
x = g(f(x)).

Proposition 1.2.2. Soit f une application de E dans F.
1. Soient A et B deux sous-ensembles de E, on a :
i). ACB = f(A) C f(B);
ii). f(AUB) = f(A) U £(B);
iii). f(ANB) C f(A)Nf(B);
2. Soient A et B deux sous-ensembles de F,on a :
). ACB = f1(A) c fY(B);
ii). f1(AUB) = f1(A)Uf(B);
ii). f1(ANB)=fYA)NfY(B)
o). f1(B\A) = f1(B)\ f1(A).
3. Soient ACEetBCF.Ona:AC f ' (f(A))et f(f1(B)) = BNIm(f).
4. Soit g une application de F dans G. Si A et B sont respectivement des parties de E et G, on a :
0. go f(A) =g(f(A));
i, (g0 f)71(B) = f(g7(B))-

Démonstration. Exercice. O

7

Définition 1.2.3. Soit f une application de E dans F. On dit que :
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1. f est injective ou une injection si tout élément de Im(f) admet un unique antécédent,
i.e, pour tout e; et e; éléments de E tels que f(e;) = f(e2), on a, forcément e; = ey;

2. f est surjective ou une surjectionsiIm(f) = F, i, tout élément de F admet au moins
un antécédent;

3. festbijective ouune bijection sitout élément de F admet un unique antécédent, i.e, si
elle est a la fois injective et bijective.
Exercice 2. Construisez des applications :
— Injective mais pas surjective;
— Surjective mais pas injective;
— Bijective;
— Ni injective ni surjective.

Solutions. A faire en classe. [

Proposition 1.2.4. Soit f une application de E dans F. On a :
1. L'application f est injective si et seulement si pour tout partie A de E, f~1(f(A)) = A;
2. L'application f est surjective si et seulement si pour tout partie Bde F, B = f(f~1(B)).
3. Considérons une application g de F dans G, on a :
i). Si f et g sont injectives, I'application g o f est injective;

ii). Si f et g sont surjectives, 'application g o f est surjective;

iii). Si g o f est injective, 'application f est injective;

iii). Si g o f est surjective, I'application g est surjective;

iv). Sil'application g o f est bijective, I'application f est injective et I'application g est surjective.
Démonstration. A faire en classe. O

Soit E un ensemble. L'application Idg de E dans E qui a tout élément x de E, on associe Idg(x):=x
est appelée 1’application identique de E.

Proposition 1.2.5. Soit f une application de E dans F. L'application f est bijective si et seulement si il
existe une application g de F dans E telle que g o f = Idg et f o g = Idf. De plus, si f est une bijection, une
telle application g est bijective et unique. Elle sera appelée 1’ application inverse de f. On la notera
(par abus de notation) par f 1.

Démonstration. A faire en classe. O

Question 1.2.6. Soit une application f de E dans F. La condition d’existence d une application g telle que
g o f = Idg est -elle suffisante pour que f soit bijective? Si oui, donnez une preuve. Sinon, trouvez un
contre exemple.



Exercice 3 (Travaux dirigés). 1. Considérons les parties de R suivantes :
E=[0,1]; F=[-11]; G=[0,2].
Soient f et ¢ deux applications définies respectivement par :
fE—=G
X—2—Xx;
g F—=G

x'—>x2—|—1.

2). Déterminer £({1}); F1({0}); g([~1,1]); g~([0,2]).
b). Les applications f et g sont-elles bijectives ? Justifier votre réponse.

2. Démontrer la Proposition 1.5.
3. Question 1.9.

1.3 Dénombrabilité

Soit E un ensemble. On dit que E est un ensemble fini s’il possede un nombre fini d’éléments. Si
ce n’est pas le cas, on dit que E est infini. Dans le cas ot I'ensemble E est fini, on note le nombre
d’éléments de E par #E ou par Card(E).
Proposition 1.3.1. Soient E et F deux ensembles finis :
1. Le nombre d’applications de E dans F est #F*F;
2. Soit f une application de E dans F :
i). Si f est injective, on a #E < #F. Le nombre d’applications injectives de E dans F est ALE;
ii). Si f est surjective, on a #F < #E;
iii). Si f est bijective, on a #E = #F. Le nombre d’applications bijectives de E dans F est (#E)!.

3. 1l existe une application bijective de E dans F si et seulement si #E = #F.
Démonstration. Exercice a faire en classe. O
Dans toute la suite, on notera par F£ I’ensemble des applications de E dans F.

Définition 1.3.2. Soit E un ensemble. On dit que E est dénombrable s'il existe une injection de E
dans IN. Cela veut dire qu’on peut numéroter les éléments d"un ensemble dénombrable.

Exemples 1.3.3. L'ensemble des entiers naturels IN est dénombrable. En particulier, les ensembles
finis sont dénombrables.

Explications. A faire en cours. ]

Proposition 1.3.4. Soit E un ensemble dénombrable. L'ensemble E est infini si et seulement si il existe une
bijection entre E et IN.

Démonstration. A faire en classe. O



Exercice 4 (Travaux dirigés). 1. Montrer que Z est dénombrable.

2. Montrer que IN x IN est dénombrable. En déduire que le produit d"un nombre fini d’en-
sembles dénombrables est dénombrable.

3. Montrer que Q est dénombrable.

4. Soit (E,)nen une famille dénombrable de sous ensembles dénombrables d’un ensemble E.
Montrer que la réunion U,cNE, est dénombrable.

5. Montrer que I’ensemble des polynomes a coefficients entiers est dénombrable. En déduire
que 'ensemble des sous-ensembles finis de IN est dénombrable.

6. On dit qu'un nombre (réel ou complexe) est algébrique s’il est une racine d’un polynéme a
coefficients entiers. Montrer que I’ensemble des nombres algébriques est dénombrable.

7. Existe-il une bijection entre Q N [0,1] et Q N ]0,1[?

Théoreme 1.3.5 (Cantor). L'ensemble des nombres réels R n’est pas dénombrable. En particulier, I'en-
semble des nombres irrationnels n’est pas dénombrable.

Démonstration. A faire en classe. O

Corollaire 1.3.6. Un nombre réel est dit transcendant s'il n'est pas algébrique. L'ensemble des nombres
transcendants n’est pas dénombrable.

Démonstration. A faire en classe. ]
De maniere générale,

Définition 1.3.7. Soient E et F deux ensembles. On dit que E et F sont équipotents s’il existe une
bijection entre E et F.

Exemples 1.3.8. — Deux ensembles finis sont équipotents si et seulement si ils ont le méme
nombre d’éléments;
— Deux ensembles dénombrables infinis sont toujours équipotents;
— Qn’est pas équipotent a R;
Proposition 1.3.9. Tout intervalle non-réduit a un point est équipotent a IR.
Démonstration. A faire en classe. O

Le résultat suivant permet la plus part du temps pour montrer que deux ensembles sont équipotents :

Théoreme 1.3.10 (Cantor-Bernstein). Soient E et F deux ensembles. Si E est équipotent a un sous-
ensemble de F et F est équipotent a un sous-ensemble de E, les ensembles E et F sont équipotents.

Démonstration. On peut supposer que E C F et qu’il existe un sous-ensemble A de E tel que A est
équipotent a F.

Comme A est équipotent a F, il existe une bijection f : F — A. Posons Cp:=F \ E. Alors, les
ensembles Ci:=f(Cp) et Cp sont deux sous-ensembles disjoints de F. En effet, par définitions,
Co C F\ EetCy C A C E. Dela méme maniere, on pose C2:=f(Cy).Ona:

CC f(A)C f(E)C ACE.



Or, par définition, les sous-ensembles C; et f(E) sont disjoints. En effet, comme f est une bijection,
onaCy = f(F\E) = f(F)\ f(E). Par conséquent, les ensembles Cyp, C; et C; sont deux a deux
disjoints. Ainsi, on construit une suite des sous-ensembles (C;);cn deux a deux disjoints de F
définie par : C;11 = f(C;). Posons :

C= UiZOCi/ D= Uizlci-

La fonction f induit ainsi une bijection de C dans D. De plus, on a:

F\C=F\ (UizGCi)
=FnN (UiZOCi)C
= F0 (NizoC)
= (FNCp) N (Ni=1C1)
— (FE)N (111G
— E\D.

D’ot, il existe bien une bijection de F dans E. O
Théoreme 1.3.11 (Cantor). Soit E un ensemble. Les ensembles E et P (E) ne sont pas équipotents.

Démonstration. Supposons par 1’absurde qu’il existe une bijection f : E — P(E). Considérons
I'ensemble :

A={uecE: u¢f(u)}.

Par définition, I'ensemble A est une partie de E et qu’il existe alors un élément p € E tel que
A = f(p). Deux cas se présentent :

— Sipe A:Alors,onap € f(p). Or, par définition de A, c’est une contradiction;
— Sip ¢ A:Alors,onaaussi p ¢ f(p). Mais cela est aussi impossible.

D’ou le résultat. O

Pour conclure cette section, on va énoncer la fameuse hypothése du continu.

On sait qu'un sous ensemble de IN qui n’est pas fini est équipotent a IN. Mais, est-ce qu'un sous-
ensemble non dénombrable de R, est-il équipotent a R ? La réponse affirmative a cette question est
appelée 1’hypothése du continu. Cependant, on ne sait pas encore si c’est vraie ou fausse. En
effet, notre théorie des ensembles est fondée principalement sur deux axiomes, a savoir : L'axiome
du choix et 'axiome dit de Zermelo-Frenkel. C’est d’ailleurs la raison pour laquelle on a dit qu’on
étudie plutot la théorie naive des ensembles. Avec ces deux axiomes, en 1963, Cohen a démontrer
qu’il n’est pas possible de démontrer 1'hypothese du continu, ni son contraire.

Exercice 5 (Travaux dirigés). 1. En s’inspirant de la preuve du théoréme 1.19, expliciter une
bijection entre les intervalles [a, b[ et ]a, b|.
2. Montrer que 'ensemble N des suites d’entiers est équipotent a RR.
3. Montrer que I'ensemble des parties de R n’est ni dénombrable, ni équipotent a IR.

4. Montrer que 'ensemble RR n’est ni dénombrable, ni équipotent a RR.



1.4 Relations binaires sur un ensemble

Jusqu’a maintenant, on a globalement traité les ensembles par sa “taille” (sa cardinalité). On a
quelques propriétés pour pouvoir comparer deux ensembles. Dans cette sous-section, on va re-
garder “plus a I'intérieur” d"un ensemb]e.
On sait depuis plusieurs années qu’on peut “comparer” tout les éléments de 1’ensemble des en-
tiers naturels IN. Cela veut dire qu’il existe une “relation” (<) entre deux entiers quelconques.
Avec cette relation, on en déduit plus de propriétés de I'ensemble IN. Ainsi, notre but ici est de
généraliser, puis formaliser cet idée d’existence possible d'une relation entre les éléments d'un
ensemble. C’est le début de 1’étude de ce qu’on appellera "un structure algébrique” dans un en-
semble.
Soient E et F deux ensembles. Soient x et y deux éléments respectifs de E et F. Une correspondance
entre x et y est appelée une relation binaire R entre x et y que 1’on note par xRy. Autrement
dit, Une relation binaire R entre E et F est définie par une partie G du produit cartésien E X F telle
que:

G:={(x,y) € ExF: xRy}.

En particulier, une relation binaire R sur I'ensemble E est une partie G de E x E telle que :

G:={(x,y) e EXE: xRy}.

Exemples 1.4.1. 1. L'inégalité < est une relation binaire sur N, Z,Q ou R;
2. L'orthogonalité et le parallélisme sont des relations binaires sur I’ensemble des droites de IR?
ou R3;
3. L'inclusion C est une relation binaire sur ’ensemble des parties P(E) d’un ensemble E;

4. Le graphe d’une fonction numérique est une relation binaire sur R.
Voici quelques caractéristiques d"une relation binaire sur un ensemble :

Définition 1.4.2. Soient E un ensemble et 7 une relation binaire sur E. On dit que :
i). 7 estréflexive si pour tout z élément de E, ona z7 z;
ii). 7 est symétrique si pour tout a et b éléments de E tels que a7 b, ona b7 g;
iii). 7 est transitive si pour tout x,y et z élément de E tels que xTy et yTz, on a x7T z;
iv). T est antisymétrique si pour tout n et m élément de E tels que nTm et mTn,onan = m.

Soient R une relation sur un ensemble E et x un élément de E. Le sous-ensemble Clg_(x) (resp. Clg,(x))
de E défini par :

Clg,(x):={a € E: xRa} (resp. Clg,(x):={a € E: aRx})

estappelé le sous-ensemble de classe a gauche (resp.le sous-ensemble de classe a droite)
de I’élément x.

Remarque 1.4.3. Si la relation R est symétrique, on a Clg, (x) = Clg,(x). Dans ce cas, on le
note tout simplement par Clg (x) ou par X ou par X et sera appelé la classe d’équivalence de
I'élément x.
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1.4.1 Relations d’équivalence

Définition 1.4.4. Une relation d’équivalence R sur un ensemble E est dite une relation d’équivalence
si elle est a la fois réflexive, symétrique et transitive.

Exemples 1.4.5. 1. L'égalité sur un ensemble est une relation d’équivalence;
2. Le parallélisme est une relation d’équivalence sur I’ensemble des droites de R? ou de R3;

3. Soit f une application de E vers F. Le sous ensemble de E? défini par :

{(ab) € E*: f(a) = f(b)}
définit une relation d’équivalence sur E.

Définition 1.4.6. Soit E un ensemble non vide. Une partition de E est une famille de sous-
ensembles non vides de E, deux a deux disjoints, dont la réunion est égal a E.

Proposition 1.4.7. Soit F une relation d’équivalence sur un ensemble E. Si x et y deux éléments de E, on
a:

1. x € Clg(x);
2. X = ysiet seulement siy € x;
3. Siyg x,onaxnNy=0Q.
Démonstration. A faire en classe. O

Corollaire 1.4.8. Soit E un ensemble non vide. L’ensemble des classes d’équivalence de E forme une parti-
tion de E. Inversement, toute partition d’un ensemble définit une relation d’équivalence.

Démonstration. A faire en classe. O

Définition 1.4.9. Soit R une relation d’équivalence sur un ensemble E. L'ensemble E/R des
classes d’équivalences défini par :

E/R:={y: yeE}

est appelé ensemble quotient de E par R. Ainsi, on en déduit une application de E vers E/R
qui a x € E, on associe la classe x. Cette application est appelé 1a projection (ou surjection)
canonique de E dans E/R.

En voici un exemple fondamental concernant les relations d’équivalences : Les congruences.

Soit n un entier naturel non nul. Pour tout entier a et b, on dit que a est congruent & b modulo n s"il
a le méme reste que b aprés division euclidienne par n. Autrement dit, a est congruent a b modulo
n sin divise a — b. Si c’est le cas on écrit :

a = bmodn.

cette relation est dite 1a relation de congruence modulo 7. Elle sera notée par nZ.
Proposition 1.4.10. La relation binaire nZ est une relation d’équivalence sur Z.

Démonstration. A faire en classe. O
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Soit a un entier. Par définition, la classe 4 est
a={beZ|a=bmodn} =a+nZ.
Ainsi :
a=bmodn sietseulementsi = b.
Finalement, I’ensemble quotient Z /nZ est définie par :
Z/nZ:={a|lacZ}.
Comme les restes possibles apres division euclidienne par nsont:0,1,2,...,n — 1, on conclut que :
Z/nZ=1{0,12,...,n—1}.

Maintenant on va munir Z/nZ de deux opérations binaires, a savoir l'addition et la multiplica-
tion, induites par celles de Z. D’apres les propriétés ci-dessus, on conclut qu’on a, pour tout 4 et b
dans Z/nZ :

S’il n’y a pas de confusion, on pourra omettre la barre sur les entiers. Mais, 1’étudiant doit se
souvenir toujours dans quel ensemble il travaille.

Exemples 1.4.11. Pour n = 6, on a les tables suivantes :
Pour l'addition :

+]10(1]2|3|4|5
0/10(11]2|3|4]|5
1/1(2|3|4|5]|0
21213(4|5]|0]1
313(4(5(011](2
4145|0123
5/5({0(1(2|3|4
Pour la multiplication :
x|10]1|2|13]4]5
0(0|0j]0]0O]O]|O
1101123415
210(2|4|0|2 |4
3/0/3|]0(3]0/|3
4104|2104 2
5105|4321

Soit a un entier. On dit que 7 est inversible dans Z/nZ s’il existe un entier u tel que

u-a=1
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C’est a dire :

au =1 mod n.
Si c’est le cas, on dit que i est 1’ inverse de a dans Z/nZ. Noter bien que u est aussi inversible et
que 4 est son inverse.

L'ensemble des éléments inversibles de Z /nZ est noté par (Z/nZ)™ . D’apres la table de multi-
plication ci-dessus, on a par exemple :

(Z/62)" = {1,5}.
L'inverse de 1 est lui-méme, de méme pour 5.

Théoréme 1.4.12. Soit a un entier. L'élément a de Z./nZ. est inversible si et seulement si a et n sont
premiers entre eux. C'est a dire :

(Z/n2Z)* ={acZ/nZ|pgecd(a,n)=1}.

Preuve. Supposons que 7 est inversible. Dong, il existe un entier u tel que au = 1 mod n. C’est a
dire, il existe un entier v tel que au = 1 4 nv. D’aprés le théoreme de Bézout, comme au —nv =1,
ot u et v sont des entiers, alors pged(a, n) = 1. Supposons maintenant que pged(a, n) = 1. D’apres
Bézout encore, ils existent deux entiers u et v tels que au + nv = 1. Dans, Z/nZ, on a au + nv =
au + 70 = au = 1 car 10 = 0. D’ol1 @ est inversible dans Z /nZ. O

Ainsi, pour vérifier si un élément @ est inversible dans Z/nZ, il suffit de calculer le pgcd de a et
n. S’ils sont premiers entre eux, on conclut que 7 est inversible. Pour calculer I'inverse, on cherche
un couple d’entier (u,v) tel que

au+nv =1

en utilisant I’algorithme d"Euclide. Ainsi, I'inverse de @ est u.

1.4.2 Relations d’ordre

Définition 1.4.13. Soit R une relation sur un ensemble E. On dit que R est une relation d’ordre
si elle est a la fois réflexive, antisymétrique et transitive. Deux éléments x et y de ’ensemble E sont
dits comparables si xRy ou yRx. Si de plus tout les éléments de E sont deux a deux comparables,
on dit que 'ordre est totale. Sinon, I'ordre est dit partiel.

Exemples 1.4.14. 1. L'ordre usuelle < sur IN,Z,Q ou sur R est une relation d’ordre (Ordre
total);

2. L'inclusion sur ’ensemble des parties P(E) d'un ensemble E est une relation d’ordre (Ordre
partiel);

3. La divisibilité sur I'ensemble des entiers Z est une relation d’ordre (Ordre partiel).
Noter bien que dans la plus part des cas, par abus, on notera une relation d’ordre par < .
Soient (E, <) un ensemble ordonné et A une partie de E :
— Un élément M de E est appelé un majorant de A si pour tout élément x de A, ona x < M;

— Un élément m de E est appelé un minorant de A si pour tout élément x de A, onam < x;
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— Un élément de A est appelé 1e plus grand élément de A s’il majore tous les éléments de
A et est noté par max(A);

— Un élément de A est appelé 1e plus petit élément de A s’il minore tous les éléments de
A et est noté par min(A);

— Sil’ensemble des majorants de A admet un plus grand élément, cet élément est appelé borne
supérieure et est noté sup(A);

— Sil’ensemble des majorants de A admet un plus grand élément, cet élément est appelé borne
inférieure et est noté inf(A).

— Si A admet une borne supérieure, on dit que la partie A est majorée. Si A admet une borne
inférieure, on dit que la partie A est minorée. Si de plus, elle est minorée et majorée, on dit
que A est bornée.

Remarque 1.4.15. Si la partie A admet un maximum, elle admet une borne supérieure et on a
max(A) = sup(A). De méme, si A admet un minimum, elle admet une borne inférieure et on a
min(A) = inf(A).
Exercice 6 (Travaux dirigés). 1. Montrer que les relations suivantes sont des relations d’équivalences :
i). Le parallélisme sur 1’ensemble des droites de R? ou de R3;
ii). Sur R?, (x,y)R(x',y') si et seulement si x +y = x' + y/'.
2. Montrer que les relations suivantes sont des relations d’ordres partiels :
i). L'inclusion sur I’ensemble des parties P(E) d’un ensemble E;
ii). La divisibilité sur I’ensemble des entiers Z;
iii). Sur R?, (x,y)7 (x',y’) si et seulement si [x' — x| < y' —y.
3. Soit E = R?\ {(0,0)}. Considérons la relation binaire R sur E définie comme suit : Pour
tout a et b dans E, aRD si et seulement si a et b appartiennent a une droite passant par (0,0).

i). Soient (x,y) et (x',y’) deux éléments de E. Montrer que (x,y)R(x’,y’) si et seulement
si il existe un nombre réel non nul A tel que (x,y) = A(x,y').

ii). Montrer que R est une relation d’équivalence.

iii). Notons par [x,y] la classe d’équivalence d'un élément (x,y) de E. Vérifier qu'on a
[x,1] = [y,1] si et seulement si x = y.

iv). Montrer quona: E/R = {[x,1] : x € R} U{[1,0]}

4. (Important.) Soit f une application d'un ensemble E dans un ensemble F. On sait que la
relation R définie pour tout a et b dans E, par :

aRb & f(a) = F(b)
est une relation d’équivalence.

i). Montrer que I'application f de E/R dans F définie par f(a4) = f(a) est bien définie et
est injective.

ii). En déduire quon a f = f o ¢ ot 'application g est la projection canonique de E dans
E/R.

iii). Montrer que si f est surjective, alors il existe une bijection entre E/R et F.
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2 Equations Linéaires et Matrices

2.1 Vecteurs : Introduction

Avant de définir en general ce que c’est qu'un espace vectoriel, nous nous proposons dans cette
section de traiter la notion de vecteur. Ceci nous fournit un exemple concret d’espace vectoriel et
en méme temps une motivation pour I’ étude abstraite des espaces vectoriels plus tard.

Dans tout ce qui suivra R et C sont respectivement I'ensemble des nombres réels et I'ensemble des
nombres complexes.

2.1.1 Vecteurs dans R”
Généralités

L’ensemble de tous les n-tuples ordonnés de nombres réels est noté IR" et est appelé espace a n
dimensions. Tout élément u = (uq,up, - - -, u,) € R" (écriture en ligne) est appelé vecteur (ou point)
et les u; sont appelés les composantes ou coordonnées de u. Graphiquement, pour n = 2 oun = 3, un
Vecteur u = (ul, Up, -+ ,Uy) est représenté dans le plan R” par une fléche qui part de l’originelﬂ

= (0,0,---,0) et qui a pour sommet le point de coordonnées (11, uy, - - - , ). PRENEZ GARDE

a ne pas confondre avec la notion de vecteur zﬁ introduit en classe de 3eme, ou A et B sont deux
points quelconque, et qui est représenté graphiquement par une fléche qui part de A vers B.
Dans toute la suite, on développera la théorie dans le cas général ot1 n € IN est un entier naturel
fixé au préalable. Il est tout de méme préférable d’avoir a notre disposition des interprétations
graphiques sur lesquelles nos intuitions puissent se reposer. Ce qui est seulement possible quand
n =2 oun = 3. On adoptera donc la convention suivante :

Les interprétations graphiques se feront dans le cas n = 2, i.e. dans le plan R?.
Définition 2.1.1 (Opérations sur les vecteurs). Etant donnés deux vecteurs u = (ug,up, -+ ,uy) et
v=(v1,02,--+,0n) € R", etun élément k € R, on définit les opérations suivantes :

— Addition: u+v = (uy + v, up + vy, -+, Uy + 0p).

— Multiplication par un scalaire : ku = (kuy, kuy, - - -, kuy).
Dans ce cas, I'élément k € IR est appelé un scalaire.
On verra plus tard que (R", +, -) ol - représente la multiplication par un scalaire, forme une struc-
ture qu’on appelle espace vectoriel. Plus précisément, (R",+,-) est un espace vectoriel sur R ou
un R-espace vectoriel ol le R se réfere au corps des scalaires (on définira plus tard ce qu’est un

corps).
On dit que I'addition el la multiplication par un scalaire se font composante par composante.

Définition 2.1.2 (Combinaison linéaire). Etant donnés r vecteurs uq, uy, - - - , u,, une combinaison
linéaire de uq,uy, - - - ,up est une somme de la forme kju; + kous + - - - + k,u, o1 les k; sont des
scalaires.

Exemples 2.1.3. Con51derons lecasn =2.0na (1,3) + (
(7r,3m). Le vecteur 3(1,3) + (—2)(0,2) = (3,3) + (0, —4
des vecteurs (1,3) et (0,2).

1. Indépendamment de 1, I'origine sera toujours noté 0.

U‘I

0,2) = (1+0,3+2) = (1,5) et 7(1,3) =
) = (% i) est une combinaison linéaire
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Interprétations graphique
— La somme u + v est représenté par la fléche qui part de 1’origine et dont le sommet forme un
parallélogramme avec l'origine et les sommets de u et v.

— L’ensemble des points ku ot1 u est un vecteur et k parcours R est la droite dirigée par le
vecteur u.

— Etant donnés deux vecteurs non nulls u et v de R?. Quelle est I’ensemble de toutes les com-
binaisons linéaires cu 4 dv de u et v? Si u et v sont paralleles c’est une droite, sinon c’est tout
le plan R%. Qu’en est-it de I’ensemble des combinaisons linéaires de trois vecteurs, quatre
vecteurs, etc? On verra que deux vecteurs suffisent pour ”générer” IR2.

MILA ASIANA SARY.

Le théoreme suivant nous fournit les propriétés essentielles des opérations dans IR". Ce sont les
propriétes que nous allons abstraire quand on étudiera les espaces vectoriels de maniere abstraites.

Théoreme 2.1.4. Quels que soient les vecteurs u,v, w € R" et quels que soient les scalaires k,I € R, on
a:
(i) (u+v)+w=u+ (v+w) (Associativité de I'addition)
(ii) u+v=v+u (Commutativité de I'addition)
(iii) u+0=u (0est !’ élément neutre de I'addition)
(iv) u+ (—u) =0 (—u estl'inverse additive de u)
(v) k(u+v) =ku+ kv (Distributivité de la multiplication par un scalaire par rapport a I'addition)
(vi) (k+1)u = ku+1u (La premiere addition est I'addition dans R tandis que la seconde est celle dans
R")
(vii) (kl)u = k(Iu)

(viii) 1u = u.

Démonstration. Exercice facile laissé aux étudiants. O

2.1.2 Produit Scalaire, Norme et Distance

Définition 2.1.5 (Produit scalaire). Soient u = (uq,up, - ,uy) etv = (v1, 0z, - - ,vy) deux vecteurs
de R". Le produit scalaire de u et v est le scalaire défini par

U0 =uU101+ uxvy + -+ Uyvy.
Définition 2.1.6. Deux vecteurs u et v sont dits orthogonaux ou perpendiculaires si u - v = 0.

En effet, graphiquement, pour n = 2 ou n = 3, deux vecteurs non nulls sont orthogonaux
si et seulement si leur produit scalaire est null. La notion d’orthogonalité n” est donc qu'une
généralisation en dimension supérieure de la notion usuelle de perpendicularité.

Exemples 2.1.7. Les vecteursi = (1,0) et j = (0, 1) sont orthogonaux cari-j =040 = 0.

Nous donnons ensuite les propriétés remarquables du produit scalaire dans R".
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Théoréme 2.1.8. Soient u,v,w € R" et soit k € R.
(i) (u+v) w=u-w+v-w
(ii) (ku)-v=k(u-v)
(iii) u-v=v-u
(iv) u-u>0
(v) u-u =0siet seulement si u = 0.
Démonstration. Voir exercices. O

On dit que I'espace vectoriel R" muni du produit scalaire est un espace euclidien de dimension n.

Définition 2.1.9. Soient deux vecteurs u = (uq,--- ,u,) et v = (v1,---,v,) € R". La distance
entre u et v est définie par d(u,v) = \/(u1 —v1)2+ - + (uy — vy)2. La norme (ou longueur) du

vecteur u est définie par |[u|| = v/u - u = y/u? + - - - + u2. Un vecteur w appelé un vecteur unitaire
si||w|| = 1.

On observe que d(u,v) = ||u — v|| et que pour tout vecteur w # 0, le vecteur ﬁ est unitaire et de
méme direction que w. On rappelle que le cercle centré a 'origine et de rayon de longueur 1 est
appelé le cercle unité.

En dimension 2, si nous considérons deux vecteurs p = (a,b) et g = (c,d), on voit facilement
que ||p|| = Va?+ b? représente la longueur de la fleche représentant le vecteur p et d(p,q) =
V/(a —¢)2 + (b — d)? représente la distance euclidienne qui sépare les pointes des fléches représentant
p et q respectivement. On invite le lecteur a réfléchir sur le cas de la dimension 3.

MILA ASTANA SARY.

Exemples 2.1.10. Les vecteurs i et j sont unitaires. Compte tenu de la relation cos? 0y + sin® 6y = 1
pour tout §p € R, tout vecteur unitaire du plan xy s’écrit sous la forme (cos 0, sin 0) ot1 § est ’angle
que fait le vecteur par rapport a I’axe des x.

Le vecteur u = (2,2,1) est de longueur 3 et ﬁ = (%, %, %) est unitaire (a vérifier).
Soitv = (1,3,4,1).Onav-v=1+1+1+1 =1Soitw = (1,1,1,1), ona ||w| = 2 donc
v =%,

I

Proposition 2.1.11. Si u et v € R" son orthogonaux, alors ||u||> + ||0]|*> = ||u — v||%.
Démonstration. Voir exercices. t

Le théoréme suivant nous fournit une inégalité fondamentale reliant le produit scalaire et la
norme.

Théoréme 2.1.12 (Cauchy-Schwarz). Quels que soient les vecteurs u = (uy,- - - ,uy) etv = (vy,- -+, V)
deR", ona:
o < [ull[o]]-
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Démonstration. Siu = 0 ou v = 0, I'inégalité est triviale. On peut donc supposer que u # 0 et
v # 0. Le lecteur vérifiera que pour tout nombres réels a et b, on a |a + b| < |a| + |b|. Dong, il vient
que

n n
ol = 1) uoi| <Y |uwi]. (1)
i—1 =1

D’un autre c6té, on invite le lecteur a vérifier que pour tout nombres réels a et b on a l'inégalité
ab < 1(a? +b?%). Donc,

L [uivi] -y il o

fulllloll = luliol
- (1 ( wil> | ol )}
< 5 +
% |2 (e * 1o 2
1 n |”1|2 n ’Uz|2
== +
2 (;1 et Lol
=1.
On a le résultat en combinant les inégalités (1)) et (2). O
Le Théoréme de Cauchy-Schwarz entraine que —1 < m < 1, donc il existe un unique 6 € [0, 77|
tel que cosf = m Ceci nous permet de généraliser la notion d’angle entre deux vecteurs de
R2.

Définition 2.1.13. On définit I’angle 6 entre deux vecteurs non null u et v € R" par:

cosf = ﬁ.
([l [|o]]

Vérifiez qu’en dimension 2, 6 est bien 1’angle entre u et v.
MILA ASIANA SARY.

Proposition 2.1.14. Quels que soient les vecteurs u, v € IR" et quel que soit le scalaire k € R, la norme
dans R" satisfait les propriétés suivantes :

(@) [Jul| = 0.
(ii) ||u|| = O si et seulement si u = 0.
(i) |[kul| = [k[[|u]].
(iv) ||u+ 0| < ||ull + ||| (Inégalité triangulaireﬂ).

Démonstration. Voir exercices. O

2. Aussi connue sous le nom Inégalité de Minkowski.
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2.2 Vecteurs dans C"

On rappelle qu'un nombre complexe z € C est un nombre de la forme a +ib o1 a,b € R (la
partie réelle et la partie imaginaire de z respectivement) et i vérifie i> = —1. Le conjugué de z est le
nombre complexe Z = a — ib. Le module de z est le nombre réel positif |z| = v/zz = Va2 + b2. Tout
comme les nombres réels qui sont représentés par les points d"une droite, les nombres complexes
peuvent étre représentés dans le plan. En particulier, z = a + ib est représenté par le point (4, b)
du plan et le module |z| est la distance du point z a 'origine.

MILA ASTANA SARY.

Nous rappellons les propriétés élémentaires suivantes.

Proposition 2.2.1. Quels que soient z,w € C,ona:

(ii) Zw =Z @.
(iii) Z = z.
(iv) |zw| = |z||w].

() |z4 w| < |z| + |w|.
Démonstration. Voir exercices. O

Nous allons maintenant rapidement refaire ce qu’on a fait dans la section précédente. Dans toute
la suite K = R ou C, I'espace complexe a n dimensions C" est en effet a la fois un espace vectoriel
sur R et un espace vectoriel sur C. Bien que 1’ensemble sous-jacent soit le méme, on verra plus
tard qu’il y a des différences entre les structures d’espace vectoriel sur R et sur C.

Comme dans le cas réel, les éléments de C" sont appelés vecteurs (ou points) et les éléments de K
sont appelés scalaires. L'addition de deux vecteurs et la multiplication par un scalaire se font compo-
sante par composante comme dans le cas réel. Dans le cas complexe, le produit scalaire et la norme
se définissent d"une maniere légerement différente du cas réel.

Définition 2.2.2 (Produit scalaire). Soientz = (z1, -+ ,z,) et w = (w1, -+ ,wy) deux vecteurs de
C". On définit le produit scalaire de z et w par :

Z W =211+ -+ zywy.

Il est facile de voir qu’avec cette définition z - z est un nombre réel positif, ce qui permet de définir
la norme.

Définition 2.2.3 (Norme). Soitz = (z1,--- ,z,) € C", la norme de z est définie par :

lzll = vz 2 = /2P + -+

Les notions d’orthogonalité et de distance se définissent de la méme maniere que dans le cas réel.

Exercice 7 (Travaux dirigés). 1. a). Déterminez si le vecteur (1,3,5) € RR? est une combinai-
son linéaire de (0,1,0),(1,4,1) et (1,0,1).
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b). Déterminez si le vecteur (1,1) € RR? est une combinaison linéaire de (0,1), (1,4) et
(1,0). Dans le cas ot la réponse est affirmative, est-ce que la représentation en tant que
combinaison linéaire est unique ?

Décrivez le sous-ensemble de IR® formé par toutes les combinaisons linéaires des vecteurs
u=1(1,1,0) etv = (0,1,1). Trouvez un vecteur qui n’est pas combinaison linéaire de u et v.

Soient u = (71,0) et v = (0,2). Décrivez les sous ensembles de IR? suivants :
a). {culc € N}.
b). {cul|c > 0}.
o). {cu+dvjc e Netd € R}.

Est-ce que le vecteur w = (1,0) est une combinaison linéaire des vecteurs u = (2, —1) et
v=(-1,2)?

Siu+v=_(341)etu—2v=(1,0,2),calculez u et v.
Montrez que pour tout vecteur u, Ou = 0.

Démontrez Théoreme

Démontrez Proposition [2.1.8|

Démontrez Proposition

Pour deux vecteurs u et v € R?, quand est-ce qu’on a 1'égalité
[u+ ol = [lull +[Jo]|?

Démontrez Proposition Pour l'inégalité triangulaire on pourra utiliser le Théoreme
de Cauchy-Schwarz.

Démontrez Proposition [2.2.1]

Montrez que pour z,w € C" etk € Kona:

u-v| = [Jull]|v||? 'égalité

a). z-w=w -z

b). (kz) - w =z (kw).

Q). z- (kw) = k(z - w).
(Comparer avel le cas réel).

a). Soient u = (a,b) etv = (c,d) deux vecteurs du plan. Trouver une condition nécessaire
et suffisante pour que tout élément de IR? soit une combinaison linéaire de u et v.

). Trouver quatre vecteurs de R* tels que tout vecteur de R* soit une combinaison linéaire
de ces vecteurs.

Si ||u|| = 5 et ||v]| = 3, quelles sont la plus petite et la plus grande valeurs de ||u — v||? Méme
question pour u - v.

Est-il possible d’avoir trois vecteurs du plan dont les produits scalaires (deux a deux) sont
tous strictement négatifs ? Quand est-il dans IR®?

Soient x,y et z trois nombres réels tels que x + vy + z = 0. Trouver I'angle que les vecteurs
u = (x,y,z) etv = (zx,y) font entre eux.

Reprendre les résultats (théoremes, propositions, lemmes, corollaires) de la section et
vérifiez si ils restent vrai ou deviennent faux (dans quel cas, fournir des contre-exemples)
dans le cas complexe.
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Résoudre des systémes d’équations linéaires est 1'un des problemes les plus importants en algebre.
Dans cette section, on développera une méthode générale en utilisant des objets qui seront au
centre de notre cours : Les Matrices.

Pour commencer, considérons le systéme d’équations, qu’on va résoudre dans IR?, suivant :

2x—-y =5

3x+2y =4
On peut voir ce systéme de deux manieres différentes :
1°" point de vue :

Ce systeme représente deux droites dans IR? d’équations respectives :
2x—y—5=0, 3x+2y—4=0.

Les deux droites ne sont pas paralleles, la solution est donc les coordonnées du point d’intersection
quiest (x =2,y = —1).

2° point de vue :

résoudre ce systeme est équivalent a répondre a la question suivante : Trouver la combinaison

linéaire des vecteurs <§> et (

) 5\ . ,
’ > qui donne le vecteur < 4> , i.e, trouver x et y, nombres réels,

() r(2)= ()

C’est dans ce deuxieme point de vue qu’on va voir les choses la plus part du temps.

tels que :

2.3 Matrices

Considérons les trois vecteurs de R® suivants :

1 0 0
u=|-1), v= 1), w=1{0
0 -1 1

Une combinaison linéaire de ces trois vecteurs est de la forme :

X1
X1U + X0 + x3w = | X2 — X1
X3 — X2

ol x1, x5 et x3 sont des scalaires.

Maintenant, on va réecrire cette combinaison en utilisant 1'un des plus importants objets en algebre
linéaire : Les Matrices.

On va mettre les trois vecteurs dans les colonnes de la matrice A comme suit:

1 0
1
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X1

Posons x = [ xp | € R3. Ainsi, on définit le produit A - x (noté par Ax) comme suit :
X3
1 0 0 X1 X1
Ax=1-1 1 0 Xo | =xqu+x0+x3w= | x2—x1
0 -1 1 X3 X3 — X2

Par conséquent, Ax est un vecteur de R3 qui est une combinaison linéaire des vecteurs u,v et w.
by

De plus,sib = | by | est un vecteur de R3,1’&quation linéaire
b3

Ax =b
est un systéme de trois équations linéaires. La solution de ce systéme est :
X1 =b

X2 =b1+b
x3 =by+by+b3

Ainsi,
1 0 0
x=bi [1]|+b 1] +Db3]|0] =Sb,
1 1 1
ou
100
S=1110
111
Remarque 2.3.1. Considérons 'équation linéaire dans IR :
ax =b

ol a et b sont donnés et x est 'inconnu. La solution est :

si a est non nul.
De la méme maniére, pour résoudre 1’'équation Ax = b, on suggere de trouver une méthode pour
trouver A~!. On verra plus tard les conditions d’existence de la matrice A~1. Ici,

Al=5s.
Et, on dit dans ce cas que S est 1’ inverse de A. Par analogie, A estl'inverse de S.

Notons par 1/, v’ et w’ les vecteurs colonnes de la matrice S. On a :
1 0
Au' = (0], Ad=11], Av' =|0
0 1
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Ainsi, on obtient la matrice :

o

I =(Au AV Aw') =

S O =
S = O
_ O

Pour tout vecteur x de R3, on a:
Ix = x.

On appellera la matrice I3, 1a matrice identité de dimension 3. Cela nous donne une idée
assez clair sur comment on va faire la multiplication de deux matrices. Dans notre exemple, on a :

AS=(u v w) ¢ @)=(Au AJ Aw')=1

et
SA=@w o W)(u v w)=(Su Sv Sw)=I;.

Avant de décrire les regles d’opérations sur les matrices, noter bien aussi la remarque suivante :

Remarque 2.3.2. Jusqu'a maintenant, on n’a adopté que le deuxieme point de vue : “Le point de
vue des colonnes”. Bien évidemment, on peut voir aussi les matrices sur les lignes (Le premier
point de vue). Posons :

x=(1,0,0), y=(-1,10), z=(0,—1,1).

On a
X
A=u v w)= |y
z

Ainsi :

X1 (Xl,xz,x3
Al x (x11x2/ X3
X3 x1/x2/ 3

X1
=\ X2—X1
X3 — X2

)
)
x3)
Cela nous donne une deuxieme fagon de calculer A (xz , ainsi que le produit de deux matrices.

2.3.1 Regles des Opérations pour les Matrices

Dans toute la suite, sauf mention explicite du contraire, m et n désignent deux entiers naturels non
tous nuls.

Définition 2.3.3. Soient I et | deux ensembles d’indices. Une matrice A est une application :

Adx]—K
(i,j)|—>lli]'
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ou K est 'ensemble de scalaires. Dans toute la suite, sauf mention explicite du contraire, les
ensembles I et ] sont finis et sont respectivement {1,2,...,m} et {1,2,...,n}. Dans ce cas, on
représentera la matrice A comme un tableau rectangulaire de dimension m x n dont les mn éléments
sont des scalaires. Les nombres des lignes et des colonnes sont respectivement m et n. On note A

par:

A= (”ij)1gigm,1§jgn

ou 4;; sont des scalaires; ou simplement par

A= (ay)

s'il n’y a pas de confusion. Le scalaire a;; se trouve ainsi sur la i-eme ligne et la j-eme colonne de
la matrice A. Les n—tuplets (a7 ... a;,) sont appelés les vecteurs lignes de A tandis que les

Ellj
vecteurs de K", | sont appelés les vecteurs colonnes de A.

Elmj
Si de plus, n = m, on dit que la matrice A est une matrice carrée de dimension n. On notera par
M,,(K) I'ensemble des matrices carrées de dimension 7 (a coefficients dans K).

Par définition, on peut considérer comme des matrices, les éléments de IR” ou C". Ainsi, les vec-
teurs colonnes de R"” ou C" sont des matrices de dimension n x 1, tandis que les vecteurs lignes
sont de dimension 1 x n. Comme dans le cas de ces vecteurs, on a I’addition et la multiplication
par un scalaire entre les matrices. Par exemple :

01 2 1 2 2 01 0 -2
2 11+10 0)={(2 1}, -2(2 1]=|—-4 -2
1 3 11 2 4 1 3 -2 —6

Par conséquent :

Définition 2.3.4 (Addition de deux matrices et Multiplication par un scalaire). L'addition de
deux matrices est bien définie si les deux matrices ont la méme dimension. Ainsi, si A = (a;j) et
B = (b;;) sont des matrices de dimension m x n, on définit A 4 B par :

A+B= (ﬂi]‘ + bi]').
Si k est un scalaire, on définit kA par :
kA = (kal])

Définition 2.3.5 (Multiplication de deux Matrices). Soient A et B deux matrices de dimensions
respectives m X n et g X p. La multiplication A x B ou simplement AB est bien définie si le nombre
de colonnes de A est égal au nombre de ligne de B, i.e, n = 4. Ainsi, on définit AB par :

AB = (Ab; ... Abp)
Oubien :
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AB = (ai ‘b]‘)

a1
ouA=| : | aveca; (1 <i < m)sont les vecteurs lignes de A.

A

On remarque ainsi que chaque vecteur colonne de AB est une combinaison linéaire des colonnes
de A. Mais encore, on a:

(i-eme ligne de AB) = (i-eme ligne de A) x B
et
(j-eme colonne de AB) = A x (j-iéme colonne de B).

Proposition 2.3.6 (Linéarité de la multiplication par une matrice). Soit A une matrice dans M, (K).
Considérons trois vecteurs colonnes u,v et w de K" tels que w = au + bv ot a et b sont des scalaires. Alors
ona:

Aw = aAu + bAv.
Preuve. Exercice. O

Proposition 2.3.7. Soient A, B et C trois matrices et k un scalaire. On a :

A+B=B+A (Commutativité de I'addition)
k(A+ B) = kA + kB (Distributivité de la multiplication par un scalaire)
A+ (B+C)=(A+B)+C (Associativité de I'addition)

AB # BA (Non commutativité de la multiplication)
C(A+B)=CA+CB (Distributivité a gauche de la multiplication)
(A+B)C=AC+BC (Distributivité a droite de la multiplication)

A(BC) = (AB)C (Associativité de la multiplication)
Preuve. Exercice. Ul

Définition 2.3.8. La matrice de M, (K), qu’on notera par I, (ou par I s'il n'y a pas de confusion),
définie par :

I = (a)
. 1 sii=j;
710 sinon.

est appelée la matrice identité.
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Remarque 2.3.9. On remarque que la matrice I commute avec toutes les matrices dans M, (K), i.e,
pour toute matrice A dans M, (K), ona:

IA = AL

Ainsi, si k est un scalaire, la matrice kI commute, elle aussi, avec toute les éléments de M,,(K).
D’ou1 la question suivante :

Question 2.3.10. Peut-on trouver d’autres matrices (autres que kI) qui pourraient commuter avec toute
les éléments de M, (K) ?

Réponse. Exercice. O

Une derniére chose (importante) concernant la multiplication des matrices est ce qu’on appelle la
décomposition d'une matrice en blocs. Considérons par exemple une décomposition de la matrice A
en blocs suivante :

100100
010010 (1)2813

A=10 01 0 0 1] = 00 1
000O0T1PO0 0 ‘C
0 00O0O0T1

Proposition 2.3.11. Soient A et B deux matrices décomposées en blocs des matrices. Si le nombre des blocs
sur une ligne de A est égal au nombre des blocs sur une colonne de B, la multiplication de A X B peut se
faire blocs par blocs (suivant la régle de multiplication de deux matrices).

Preuve. Exercice. ]
Ainsi, on obtient une troisieme maniere de multiplier deux matrices qui suit :

Corollaire 2.3.12. Soient A et B deux matrices tels que AB est bien défini. Pour tout i = 1,2,...,n,
notons respectivement par a; et b; les vecteurs colonnes de A et les vecteurs lignes de B. Alors, on a :

AB =a1by + ... +a,b,.
Preuve. Exercice a faire pendant le cours. O

Voici un exemple :

() (o) =) e ()o o= (3 )+ (o) = (a3
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2.3.2 Inverses
Soit A une matrice dans M« (K). On dit que la matrice A admet un inverse a gauche (resp. a droite)
sl existe une matrice G (resp. une matrice D) dans M, (K) tel que :
GA = I, (resp. AD = I,).
Noter qu’en général (dans le cas olt m # n), on peut vérifier que G # D.

Proposition 2.3.13. Soit A une matrice inversible dans M, (K). Notons respectivement par G et D un
inverse a gauche et un inverse a droite de A. Alors :

G =D.
De plus, I'inverse de A est unique qu’on notera par A~1. Ainsi, A est 'inverse de A~
Preuve. Par définition, on a GA = I,,. En multipliant cet égalité a droite par D, ona (GA)D = D.
Puisque la multiplication des matrices est associative, ona (GA)D = G(AD) = G(I,) = G. D’ou,
G =D.
Maintenant, soient By et B, deux inverses (a droite et a gauche) de A. D’apres le résultat précédent,
on peut considérer B; comme inverse a droite et B, comme inverse a gauche. D’apres ce méme

résultat, on conclut que B; = B,.
O

Dans toute la suite, quand on parle des inverses de matrices, on ne s’intéressera qu’au cas ou la
matrice est carrée. Ainsi, on notera par GL,(K), le (sous-) ensemble des matrices inversibles de
M, (K).

Proposition 2.3.14. Soient A et B des matrices dans GL,(K). Ona:
— La matrice AB est aussi dans GL,, (K) (Stabilité par la multiplication);
— L'inverse de AB est B1A™L.

Preuve. Exercice. ]
Une question s’impose :

Question 2.3.15. Si A et B deux matrices inversibles, est-ce que A + B est aussi inversible ?

Réponse. Exercice. O

Proposition 2.3.16. Soit A une matrice dans M,,(K). La matrice A est inversible si et seulement si pour
tout vecteur b de K", il existe un unique solution dans K" de I'équation :

Ax = b.

Preuve. Supposons que A est inversible. Soit b € K" et considérons I'équation Ax = b. Dong, le
vecteur x = A~1b est une solution. Si x’ est une solution de 'équation, on a Ax’ = b. En multipliant
cet équation par A1, ona x’ = A~!b = x. Puisque A~ est unique, d’ot1 'unicité de la solution.
Inversement, supposons maintenant que pour tout vecteur b de K", il existe un unique solution
dans K" de I'équation :
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Ax = b.

Pour touti =1,2,...,n,notons par b; le i-iéme colonne de la matrice identité I,. Par hypothese, il
existe un unique x; dans R", solution de 1’équation

Ax:bi

pour touti =1,2,...,n.D'ott:

A_l = (xl X7 Ce xn)
est I'inverse de A. O
Remarque 2.3.17. On a, dans la preuve de la proposition précédente, une méthode pour calculer

I'inverse d’une matrice.

On verra plus tard dans ce cours, des criteres pour quune matrice soit inversible, ainsi que
d’autres méthodes pour calculer I'inverse d'une matrice.

2.3.3 Dépendances et Indépendances

On a vu au tout début de ce cours, la définition d’une combinaison linéaire. Soient u1, 15, ..., U,
r vecteurs de K", on se demandait si un vecteur w dans K" est une combinaison linéaire de ces r
vecteurs. Maintenant, en particulier, on se demande s’il existe (au moins) un vecteur parmi les u;
qui soit (ou non) une combinaison linéaire des autres.

Définition 2.3.18. Soient uy, uy, ..., u, r vecteurs de K". On dit que ces vecteurs sont linéairement
dépendants s'ils existent x1, xo, . .., x, scalaires non tous nuls tels que :

xqu1 + xpup + ...+ xu, = 0.
Ils sont dits linéairement indépendants dans le cas contraire.

Proposition 2.3.19. Soit A une matrice dans M, (K). La matrice A est inversible si et seulement si les
vecteurs colonnes de A sont linéairement indépendants.

Preuve. Pour touti =1,2,...,n, notons par u; le i-ieme colonne de A. D’apres Proposition [2.3.16
I'équation Ax = xju; + xpup + ... + x,u, = 0 admet un unique solution. Or, le vecteur nul dans
K" est une solution de cet équation. D’ou1 le résultat. O

Théoréme 2.3.20. Soit A une matrice dans M, (IK). Les vecteurs colonnes de A sont linéairement indépendants
si et seulement si les vecteurs lignes de A le sont aussi.

Preuve. Notons par u1,uy, ..., uy, les vecteurs lignes de A. Supposons que les vecteurs colonnes de
A sont linéairement indépendants. D’apres la proposition[2.3.19| la matrice A est inversible. Ainsi,
en multipliant a droite par A~!, I’équation

XA = xqu1 +xup+ ...+ x,u, =0

ot x = (x1,x2,...,%,) admet un unique solution (qui est le vecteur nul). D’otu1 les vecteurs lignes
sont aussi linéairement indépendants. La réciproque se démontre de la méme maniere.
O
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Proposition 2.3.21. Soit A € M,,(K). L'équation
Ax =0

admet plusieurs (au moins deux) solutions si et seulement si A n’est pas inversible. Dans ce cas, on dit que
la matrice A est singuliére.

Preuve. Exercice. O

2.3.4 Transpositions et Permutations

Dans ce paragraphe, on va introduire deux opérateurs (importants) opérant sur les matrices a
savoir : la Transposition et la Permutation.

Définition 2.3.22. Soit A une matrice. La matrice dont les colonnes sont respectivement les vec-
teurs lignes de A est appelée la transposée de A (qu’on notera par AT). Plus précisément :

(AN = Aji

En particulier, si A € My, (K), la matrice AT est dans M;; ., (K).

123 14
Exemples 2.3.23. Si A = , la transposée de Aest AT= |2 5
4 5 6 3 6

Proposition 2.3.24. Soient A et B deux matrices. Alors :
i). (A+B)T = AT 4 BT;
ii). (AB)T = BTAT;
iii). Si A est inversible, alors AT est aussi inversible avec (AT) ™1 = (A=1)T.
iv). (A1) = A,

Preuve. Exercice.
O

Remarque 2.3.25. Soient A une matrice dans M, (K) et x un vecteur colonne de K". Le vecteur
Ax est une combinaison linéaire des vecteurs colonnes de A tandis que xT A est celle des vecteurs
lignes de A.

Dans toute la suite, sauf mention explicite du contraire, tout vecteur de K" sera considérer comme
un vecteur colonne.

Remarque 2.3.26. Soient x et y deux vecteurs de K". Alorson a:

x-y=xly.

Si de plus, A est une matrice dans M,,(K), ona:

(Ax)Ty = xT(ATy).

Maintenant on va introduire quelques importantes classes de matrices.
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Définition 2.3.27. Soient A une matrice dans M,,(KK). On dit que A estune matrice triangulaire
supérieure (resp. inférieure) sia;; = 0 pouri > j (resp. pour i < j).

Il est important de souligner que les matrices triangulaires (supérieures ou inférieures) joueront
un tres grand role dans la résolution des équations linéaires du type :

Ax=1b
ol A une matrice carrée, b un élément de K” et x dans K” est I'inconnu.

Remarque 2.3.28. Si A est une matrice triangulaire supérieure, sa transposée AT est une matrice
triangulaire inférieure, et inversement.

La classe des matrices suivante est 1'une des plus importantes :

Définition 2.3.29. Soit A = (a;;) une matrice dans M, (K). La matrice est dite symétrique si
AT = A, i.e, Eli]' = Lljl'.

Il est clair que si A est une matrice symétrique et inversible, alors 1'inverse est aussi une matrice
symétrique.

Proposition 2.3.30. Soit A une matrice dans My,»,(K). La matrice ATA dans M,,(K) est une matrice
symeétrique.

Définition 2.3.31. Soit A = (a;;) une matrice dans M,,(K). La matrice est dite antisymétrique si
AT = —A, i.e, Ell‘]' = —aﬁ.

On verra plus tard (plus loin) I'importance de ces classes de matrices.

Soit A une matrice dans M,,(K). Notons par uy, uy, ..., u, les vecteurs ligne de A. Une question
que l’on peut se poser est la suivante : Existe-t-il une matrice P qui permute (ou échange) deux ou
plusieurs vecteurs lignes de A en la multipliant par P? La réponse est OUI!

Par définition, la matrice identité I, ne change rien sur A, i.e, [,A = A. Par contre si P»; est la
matrice qu’on obtient en permutant la premiere et la deuxiéme ligne de la matrice I, on a:

Us
Ui
Uus
Py A = s
Un
De maniere générale, la matrice P;; obtenue de la matrice identité apres avoir permuté la i-eme
ligne et la j-eme ligne permute la i-eme et la j-eme ligne de la matrice A. Ainsi :

Définition 2.3.32. Une matrice P est dite une matrice de permutation si P est le produit de
matrices de type P;;. L’'ensemble des matrices de permutations dans M,,(K) est noté par P,.

Proposition 2.3.33. Soit P une matrice dans P,. Alors :
i). La matrice P est inversible avec P~! = PT. En particulier, P~ est aussi une matrice de permutation;
ii). P" =1,;
ii1). Le cardinal de 'ensemble P, est n!.

Preuve. Exercice. O
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2.4 Equations Linéaires

Avant de passer aux choses sérieuses, illustrons cette section avec 1'un des fondations (Si ce n’est
la fondation) de I’algebre linéaire a savoir : La résolution d’un systéme d’équations linéaires.
Considérons le systeme suivant :

2x—y+z =1
x+y+z =0
x+y—2z =-1

ot (x,y,z) € K3 est I'inconnu. En utilisant la méthode d’élimination, on peut avoir le systéme
réduit (qui est plus facile a résoudre) qui suit :

2x—y+z =1
=3y —z =1
—6z =-2
D’ou
1
9
_4
5 -
1
z 3

Maintenant 1'idée est de “revisiter” cette méthode en utilisant les matrices. La méthode est bien
connue sous le nom : La méthode de pivot de Gauss.

Reprenons I'exemple ci-dessus :

Considérons 1’équation linéaire suivante :

Ax =D
ol x € K3 est I'inconnu avec :
2 -1 1 1
A=11 1 1]; b=10
1 1 =2 -1

Définition 2.4.1. Soit A = (a;;) une matrice dans M,,(K). Une matrice E;; vérifiant les deux pro-
priétés suivantes :

i). La multiplication a gauche de A par E;; ne change que la i-ieme ligne de A;

ii). La (i,]) position de la matrice E;; A est zéro;
est appelée une matrice d’élimination du coefficient a;; de A.
Proposition 2.4.2. Soient A = (a;j) une matrice dans M,,(IK) et i,j et k trois entiers entre 1 et n avec
k < i. Supposons que ay; et a;; sont non nuls. Alors, la matrice déduite de la matrice identité I, en rem-
plagant seulement la (i, k) position par — %’], est une matrice d'élimination du coefficient a;; de A. On notera
cette matrice par E;j. De plus, La i-ieme ligne de la matrice E;;A est égal a —%Lk + L; ot Ly et L; sont
respectivement la k-ieme ligne et la i-ieme ligne de la matrice A.
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Preuve. Exercice. O

Proposition 2.4.3. Les matrices d'éliminations sont inversibles. De plus, si E = (ey) est une matrice
d’élimination de la (i, j) position d’une matrice donnée, la matrice inverse E~1 se déduit de la matrice E en
remplagant seulement la (i, j) position par —e;;.

Preuve. Exercice. O

En revenant a notre exemple, ’équation peut se réduire a :

Alx =V
ou
2 -1 1 1
A" = EpEsnEnA= (0 3/2 1/2|; bV =EnExnEnb=|-1/2
0o 0 -3 -1
avec
1 00 1 00 1 0 0
E21: —1/2 1 0 ; E31: 0 1 0 ; E32— 0 1 0
0 01 -1/2 0 1 0 -1 1
Par conséquent, on retrouve le résultat :
_1
9
= _4
7
Z =3

Remarquons ainsi que, A se factorise comme suit :

A=LU

ou L et U sont respectivement une matrice triangulaire inférieure et une matrice triangulaire
supérieure, avec :

—1p—1p-1
L =Ey Ej Es

ou
1 00 1 00 100
Ext=1(1/2 1 0]; El=(0 10]; E!=(010
0 01 1/2 0 1 011

Remarque 2.4.4. En général, dans le procédé de la méthode d’élimination de la Proposition[2.4.2)
si le coefficient a;; qu’on veut éliminer est déja zéro, on ne fait rien, on passe au suivant qui est
généralement a;,1); ou a(;11)(j;1)- Mais, plus important encore, on peut pas éliminer si a;; = 0.
Si c’est le cas, on permute les lignes de A jusqu’a ce qu’on obtienne un premier coefficient qui est
non nul. On commence souvent par ay;.

D’ou1 le résultat suivant :
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Théoreme 2.4.5 (Factorisation LU). Soit A une matrice carrée. Alors il existe une matrice de permutation
P tel que A se factorise comme suit :

PA =LU
ot L et U sont respectivement une matrice triangulaire inférieure et une matrice triangulaire supérieure.

Preuve. Une explication sera donnée en cours magistral.
O

Remarque 2.4.6. Maintenant, on sait que toute matrice carré A peut s’écrire de la forme :

PA =LU

comme l'indique le précédent théoreme. Si de plus, la matrice A est inversible, il sera facile de
trouver son inverse en utilisant cette factorisation en utilisant le fait qu'il est “facile” de trouver
les inverses des matrices d’élimination ainsi que les matrices triangulaires.

Exercice 8 (Travaux dirigés). Dans toute la suite, sauf mention explicite du contraire, K désignera
le corps des nombres réels R ou le corps des nombres complexes C.

1. Ecrire les deux problémes suivants sous la forme Ax = b ot A est une matrice 2 x 2, puis
donner une solution a chaque probléme :

a). Alice est deux fois plus jeune que Bob et la somme de leur age est 33;

b). Les deux points (2,5) et (3,7) appartiennent a une droite d’équation y = mx + c. Trou-
ver m et c.
2. Pour chacune des matrices suivantes, trouver le scalaire a pour que la matrice soit singuliere
(non inversible) :

135 1 0 a a a a
1 2 4]; 1101, 215
11 a 011 336
3. Soit A une matrice dans M;3(K) telle qu'il existe un vecteur colonne non nul x dans K3

vérifiant Ax = 0.
a). Montrer que les vecteurs colonnes de A forment un plan P dans K°.
b). Montrer que P et x sont perpendiculaires.
4. Soit un systéme d’équations linéaires dans IK>.
a). Montrer que ce systeme ne peut pas avoir exactement deux solutions.
b). Si (x,y,z) et (4, v,w) sont deux solutions du systéeme, pouvez vous trouver un autre ?
5. Trouver les matrices matrices E et L telles que 1’on ait :

EP3 = Pz,‘ LP3 = 14

P

I
_ o e
W N = O
W= OO
_ O O O
S O O
_ == O
N —m OO
_ O O O
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10.

11.

Considérons les matrices suivantes :

1 000 1 0 00 1 0 00
a1l 0 0 0100 01 00
E=lp 010" 2=loa10|’” B |oo01 0
c 0 01 0 e 01 00 f 1
Montrer que :
1 000
a1l 0 0
L =EEE3 = b d 10
c e f 1
Calculer les inverses de trois matrices suivantes :
2 -1 0 0 0 0
1 —a 0 0 2 -1 0 0 -1 2 -1 0 0 0
0 1 -b 0 -1 2 -1 0 o -1 2 -1 0 O
A_OO1—c’B_0—12—1’K_00—12—10
0 0 0 1 0 o -1 2 0 0 o -1 2 -1
0 0 0 o -1 2

Calculer 4K~ 1 et 7K~ 1.
Soit A et B deux matrices carrées de méme dimension.
a). Montrer que A(I + BA) = (I + AB)A.
b). En déduire que I + BA est inversible si et seulement si I + AB l'est aussi.

Un sous ensemble de M,,(K) est appelé un groupe de matrices si pour toutes A et B deux
matrices de I'ensemble, on a : le produit AB et I'inverse de chaque élément sont dans I’en-
semble.

a). Montrer que si G est un groupe de matrices, la matrice identité I,, est automatiquement
dans G;

b). Montrer que : ’ensemble des matrices triangulaires inférieures telles que a;; = 1; 1'en-
sembles des matrices symétriques; I'ensemble des matrices de permutations sont des
groupes de matrices.

¢). Donner plus de groupes de matrices.
Ecrire une matrice dans M3(KK) de votre choix.

a). Trouver deux matrices B et C telles que : A = B + C et B et C soient respectivement
symétrique et anti-symétrique.

b). Ré-écrire B et C en fonction de A et AT.

Factoriser les matrices suivantes (de la forme A = LU ou PA = LU):

210 01 2 011 } ; ;) 411
1 2 1]; 0 3 8}; 1 0 1]); 13 6 10
01 2 211 2 3 4 1 4 10 20
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3 Espaces Vectoriels et Sous-Espaces Vectoriels

Dans ce chapitre, nous allons étudier I'une des structures mathématiques fondamentales, étroitement
liées a I’algebre linéaire : les espaces vectoriels. Les espaces vectoriels fournissent un cadre général, et
plus abstrait, pour I'étude des équations linéaires, des applications linéaires et des matrices entre
autres. Dans le premier chapitre, on a vu quelques exemples d’espaces vectoriels, notemment R"

et C", ainsi que quelques propriétés de ces derniers. Certaines de ces propriétés vont nous ser-
vir comme point de départ pour définir abstraitement ce qu’est un espace vectoriel (cf. Théoreme
, et de ce fait formeront les axiomes de base d"un espace vectoriel.

Dans tout ce chapitre, on fixe un “corps” des scalaires K (pour I'instant, R ou C).

3.1 Espaces Vectoriels

Soit V # @ un ensemble non vide. Une loi de composition interne sur V est une application @ :
V x V — V qui a chaque pair d’éléments (u,v) de V associe un élément &(u,v) de V, que l'on
notera u @ v . La loi @ sera appelée I'addition de V. On dit que V est munie d"une multiplication par
les scalaires de K s'il existe une application ® : K x V' — V qui a tout pair d’éléments (k,v) de
K X V associe un élément ®(k,v) de V, que 'on notera k ® v.

Définition 3.1.1. Un espace vectoriel sur K ou K-espace vectoriel est un ensemble non vide V possédant
un élément spécial 0 qu’on apellera naturellement /e zéro de V, muni d'une loi de composition in-
terne @ et d’une multiplication par les scalaires de K ©, satisfaisant les axiomes suivantes : quels
que u,v,w € V et quels que soient k,/ € K, ona

(i) (udv)Pw=ud (vdw) (Associativité de I'addition)
(i) udv=v®u (Commutativité de I’addition)
(i) u0=0du=u (0estl élément neutre de I’addition)
(iv) Il existe un élément —u € Vtel que u & (—u) = 0 (—u estl'inverse additive de u)
(v) k©(u+v) =k®u+kov (Distributivité de la multiplication par un scalaire par rapport
a l’addition)
i) (k+1)ou = (koOou)® (Iou) (Lapremiere addition est 'addition dans K tandis que la
seconde est celle dans V)
(vii) (k) ou=ko (1o u)
(viil) 1®u =

Remarque 3.1.2. Il faut prendre garde a ne pas confondre le zéro du corps de base K, qu’on écrira
Ok ou simplement 0, avec le zéro de V que l'on écrira 0 (le chiffre O en gras).

Remarque 3.1.3. Dans la définition précédente, on a utilisé les notations @ et ©® pour que I'on
comprenne que ’addition dans un espace vectoriel n’est pas toujours ’addition usuelle ans IR ou
C, de méme pour la multiplication par les scalaires. Cependant, pour la commodité, on convient
dans toute la suite d’écrire u + v au lieu de u @ v et kv au lieu de k ©® v du moment qu’aucune
confusion n’est & craindre.
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Les quatres premiers axiomes font de (V, &) ce qu’on appelle un groupe abélien ou groupe commuta-
tif. L’axiome d’associativité de ’addition nous permet d’écrire une somme quelconque d’éléments
de V de la forme

Uy +ug+ -+ uy

sans écrire les parentheses, et la commutativité implique que 'ordre de sommation n’est pas im-
portant.

Proposition 3.1.4. L'élément neutre 0 est unique et pour tout u € K, l'opposé —u de u est unique.
Preuve. Exercice. O
On peut donc définir la soustraction dans V par: u — v = u + (—v).

Corollaire 3.1.5 (Régularité de l'addition). Soient u,v,w € K tels que u +v = u 4+ w, donc v = w.
Preuve. Exercice. ]
On a les propriétés simple suivantes

Théoreme 3.1.6. Soit V un K-espace vectoriel.
(i) Pour tout k € K, k0 = 0.
(ii) Pour toutu € V, 0u = 0.
(iii) Siku = 0aveck € Ketu € V,alorsk =00uu = 0.
(iv) Pour tout k € K et pour tout u € V, (—k)u = k(—u) = —(ku).

Preuve. (i) Soitk € K,ona k0 =k(0—0) = k0 — k0 = 0.
(ii) Soitu € V,onaOu = (0 —0)u = Ou — Ou = 0.
(iii) Soient k € K etu € V tels que ku = 0. Si k # 0, alors %(ku) = %0 = 0. De plus, on a
(+k)u = 1u = u. Donc u = 0.
(iv) II suffit d’appliquer 1’axiome (vii) avec I = —1 et utiliser la commutativité de la multiplica-

tion dans K.
O

Nous allons maintenant voir quelques exemples d’espace vectoriels.

Exemples 3.1.7. Soit K = R ou C (ou un corps quelconque). On vérifie facilement que l'en-
semble K" des n-tuples d’éléments de KK muni de 'addition et de la multiplication par les sca-
laires fait composantes par composantes est un espace vectoriel. Lélément neutre de ’addition est
0=(0,0,---,0) etbiensur —(ay,az,- -+ ,a,) = (—ay, —az, -+, —ay).

Exemples 3.1.8. On vérifie que M, «,(IK) muni de 1’addition des matrices et de la multiplication
des matrices par un scalaire est un espace vectoriel. La matrice nulle ot toutes les entrées sont 0
est 1élément 0 et 'opposé se déduit facilement.

Exemples 3.1.9. Soit V = K[X] := {ag+ @1 X + &2 X*> + -+ +a,X"| n € N,ag, - ,a, € K}
I’ensemble des polyndmes en la variable X et & coefficients dans K. Alors V muni de I'addition
des polyndmes (on additionne les coefficients correspondant aux mémes puissances de X) et de la
multiplication par un scalaire (multiplier les coefficients par le scalaire) est un espace vectoriel.
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Exemples 3.1.10. Soit E un ensemble non vide et soit F (E, K) I'ensemble de toutes les applications
de E dans K. On munit F(E,K) de I'addition des applications et de la multiplication par un
scalaire comme suit : pour tout f, g € F(E,K) etk € K, on définit f + g par

(f +8)(x) = f(x) +g(x)

et kf par
(kf)(x) = kf (x).

Lélément 0 est I’application nulle qui a chaque x € E associe 0.

La vérification de ces exemples est un exercice facile laissé aux étudiants.

3.2 Sous-Espaces Vectoriels

Définition 3.2.1. Un sous-ensemble non vide W C V contenant 0 est un sous-espace vectoriel de V
si W lui-méme est un espace vectoriel par rapport aux lois d’addition et de multiplication par un
scalaire de V.

Théoreme 3.2.2. W C V est un sous-espace vectoriel de V si et seulement si :
(i) W#Q,
(i) W est fermé pour I'addition : v,w € W impliquev +w € W,
(iii) W est fermé pour la multiplication par un scalaire : w € W et k € K implique kw € W.

Preuve. Exercice. O

Corollaire 3.2.3. W est un sous-espace vectoriel de V si et seulement si
(1) 0 € W (ou bien W # @) et
(ii) Pour tout v,w € W et pour tout k,1 € K, vk +wl € W.

Preuve. Exercice. O]

En particulier, {0} et V sont des sous-espaces vectoriels de V dites triviaux.
On laisse le soin de vérifier les quelques exemples suivant aux lecteurs :

Exemples 3.2.4. Soit le R-espace vectoriel V = RR®. L'ensemble W des vecteurs dont la derniére
composante est 0 est un sous-espace vectoriel de V.

Exemples 3.2.5. L'ensemble des matrices symiriques de M, (K) est un sous-espace vectoriel de
M, (K).

Exemples 3.2.6. Soit V = K[X] ’ensemble des polynémes a coefficients dans K. Le sous-ensemble
des polyndmes de degré inférieur ou égale a n est un sous-espace vectoriel de V.

Théoreme 3.2.7. L'intersection se sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel V est un sous-espace vec-
toriel de V. En particulier, toute intersection finie.

Preuve. Exercice a faire en classe. O

Remarque 3.2.8. La réunion de deux sous-espaces vectoriels n’est pas forcément un espace vecto-
riel.
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3.3 Combinaisons Linéaires et Générateurs

On a déja vu la notion de combinaison linéaire dans K", il s’avere que cette notion peut se généraliser
dans le cas d"un espace vectoriel quelconque. Soit V un K-espace vectoriel et v1,v5,--- ,v, € V.
Un vecteur de la forme a1v1 + a2vp + - - - 4 4,0, ol les a; € K est appelé une combinaison linéaire
devy,vp,- -+, 0.

Définition 3.3.1. Soit S # @ un sous-ensemble non vide de V. Le plus petit sous-espace vectoriel
de V contenant S, qu’on notera désormais L(S) (une autre notation est Vect(S)), est appelé le
sous-espace de V engendré par S. On dit que S est un systéme générateur ou une famille
génératrice de L(S), ou encore, que les éléments de S sont des générateurs de L(S).

Lorsque S = {uy,up,- -+, Uy}, onécrira L(S) = L(uy, uy, - - -, uy) s'iln’y a pas risque de confusion.
On convient que L(®) = {0}.

Définition 3.3.2 (Espace vectoriel de type fini). Un espace vectoriel V est dit de type fini s’il
peut étre engendré par un nombre fini d’éléments.

Théoreme 3.3.3. Soit S C V un sous-ensemble. Alors L(S) est I'ensemble de toutes les combinaisons
linéaires des éléments de S.

Preuve. Soit Ws I'ensemble de toutes les combinaisons linéaires des éléments de S. D'une part,il est
clairque 0 = 0s € Ws (s € S). Aussi, on vérifie facilement que I'addition de deux combinaisons
linéaires d’ éléments de Ws est un élément de Ws. De méme, la multiplication par un scalaire
d’une combinaison linéaire d” éléments de Wy est un élément de Ws. Donc, W est un sous-espace
vectoriel de V contenant S. Comme L(S) est le plus petit sous-espace vectoriel de V contenant S,
ona L(S) C Ws. D’autre part, L(S) étant un sous-espace contenant S, donc L(S) contient toute
combinaison linéaire d’éléments de S. Donc, Ws C L(S). Finalement, on a alors L(S) = Ws. O

Théoreme 3.3.4. Soit S C V un sous-ensemble. Alors, L(S) est l'intersection de toutes les sous-espaces
vectoriels de V contenant S.

Preuve. Exercice. OJ

Exemples 3.3.5. Soit le R-espace vectoriel V = R etv € R?\ { (8) }. On peut se demander quel

est le sous-espace engendré par v, ou L({v}). D’apres Théoreme L(v) = {Av| A € R}. Clest
donc la droite passant par 1’origine et v. Soit w ¢ L(v) un autre élément non null de V. On peut
montrer que L(v,w) = R? (que l'on fera plus tard).

Exemples 3.3.6. D"une maniere similaire a I'exemple précédent, en prenant l’espace vectoriel V =

0

IR3, on peut montrer que si v,w € R3\ {| 0 | } tel que w ¢ L(v) alors L(v,w) est le plan passant
0

par l'origine et contenant v et w.

Exemples 3.3.7. Soit le R-espace vectoriel V = R". Les vecteurs ¢; = (0,---,1,---,0) out la

i°M€¢ est composante 1 et les autres 0, pour i = 1,2,---,n, engendrent V. En effet, tout élément
(a1,az,- - ,a,) € R" s’écritaje; + azep + - - - + ayey. Le sous-ensemble {ey, - - - , e, } s’appelle la base
canonique de R" (on y reviendra plus tard).
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Exemples 3.3.8. Soit le R-espace vectoriel V = C). On sait que tout él’'ement de C s’écrit sous
la forme a +ib ot1 a,b € R. Donc, {1,i} est un systeme générateur de C en tant que R-espace
vectoriel.

Exemples 3.3.9. Soit V = K[X]. Les polyndmes 1,¢,#2,- - - engendrent V.

3.4 Espace Colonne d’une Matrice

Dans le chapitre précédent, on s’est intéressé en particulier a la résolution de systéemes de m
équations linéaires a n inconnues. A un tel systéme on associe une matrice A € M., (K), et

X1 by
. . . X . by

on s’intéresse aux solutions de I'équation Ax = b,oux = | .| | estlinconnuetb = | . | € K"
xn bn

Rapellons que si A admet un inverse a gauche, alors I’ équation admet au moins une solution
en multipliant les membres de I'équation par une inverse de A (si m = n, alors A est inversible
(avec une inverse unique) si et seulement si Ax = b admet une solution unique). Une question
importante s'impose : que se passe-t-il quand A n’est pas inversible ?

En général, le systéeme peut étre résolue pour certaines valeurs de b et ne peut pas étre résolue
pour les autres. On veut caractériser les valeurs de b pour lesquelles ce systéme est résoluble, d’ot1
I'importance de 1’espace colonne de A.

Définition 3.4.1. L'espace colonne de la matrice A € M, (K), qu’on écrira C(A), est le sous-espace
de K" engendré par les vecteurs colonnes de A. C’est donc I'ensemble de toutes les combinaisons
linéaires possible des vecteurs colonnes de A.

En effet, on sait que Ax = b implique que b est une combinaison linéaire des colonnes de A.
Proposition 3.4.2. Le systeme Ax = b est résoluble si et seulement sib € C(A).

Preuve. Si x est une solution, donc b € C(A). Inversement, si b € C(A), alors b est une combi-
naison linéaire des colonnes de A et les coefficients de cette combinaison linéaire nous fournit un
solution x du systeme Ax = b. O

Exemples 3.4.3. L'espace colonne C(A) de la matrice A =

N = W

0
1 | est le sous-espace de R® en-
1

3 0
gendré par 4) et | 1], i.e. le plan contenant ces deux vecteurs. Notez bien que A € M3,>(R)
1
R3.

etque C(A) C

Il est clair que 0 € C(A), ce qui indique en particulier que I’équation Ax = 0 admet au moins une
solution, a savoir au moins la solution x = 0. Les sous-espaces vectoriels formés par les solutions
de telles equations tiennent une place importante dans la théorie des espaces vectoriels. On y
reviendra un peu plus tard.
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3.5 Espace Ligne d'une Matrice
D’une maniere analogue au cas des espaces colonnes, on a

Définition 3.5.1. L'espace ligne de la matrice A € M,;,,(K), qu'on écrira R(A), est le sous-espace
de K" engendré par les vecteurs lignes de A. C’est donc I'ensemble de toutes les combinaisons
linéaires possible des vecteurs lignes de A.

Remarque 3.5.2. La notation R(A) vient de ’anglais “row” qui signifie “ligne”. Aussi, la notation
L(-) est réservé aux sous-espaces engendrés par des éléments de 1’espace vectoriel en question.

Théoréme 3.5.3. Soient A = (a;;) € M, (K), P, une matrice de permutation et E;; une matrice d'élimination
de la composante a;j de A. Alors, R(P,A) = R(E;;A) = R(A).

Preuve. Exercice. O

3.6 Espace Nulle d'une Matrice
Soit A = (a;;) € Myux»(K) une matrice m x n.

Définition 3.6.1. L'espace nulle de A, que l'on écrira N(A), est 'ensemble des vecteurs colonnes
X1

X2
X

de K" tels que Ax = 0.
Xn

L'espace nulle N(A) est donc I’ensemble des solutions d'un systéeme homogene (tous les mondomes
ont méme degré) d’equations linéaires, comme on le voit

a1 ap a3 v Ay X1 0
ap1 dyp a3 -+ Ay X2 0
Aml Am2 Am3  *°°  Amn Xn 0

Théoréme 3.6.2. L'espace nulle N(A) est un sous-espace vectoriel de IK".

Preuve. 1l est clair que N(A) # @ car 0 € N(A). I suffit alors de montrer la stabilité par addition
et par multiplication par un scalaire. Soient x,y € N(A).Ona A(x+y) = Ax+ Ay =0+0=0,
donc x +y € N(A). Soitk € Ketx € N(A). Ona A(kx) = (kA)x = k(Ax) = k0 = 0, donc
kx € N(A). O

Une méthode, entre autres, pour montrer qu’un sous-ensemble de K" est donc un sous-espace
vectoriel est de montrer que le sous-ensemble en question est I'espace nulle d’une matrice. En
général, tout sous-espace vectoriel de K" est I'espace nulle d'une matrice. Pour l'instant, on n’a
pas assez de matériels pour prouver cette derniére assertion.

Exemples 3.6.3. Considérons le plan de R® déquation : 2x + y — 3z = 0. On remarque que cette

x 0
équation est équivalentea (2 1 —3) [y | = [ 0], ie. quele plan en question est I'espace nulle
z 0

delamatrice A= (2 1 -3).
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3.7 Sommes et Sommes Directes

Soit V un K-espace vectoriel. Soient U et W deux sous-espaces de V. On définit un nouveau sous-
ensemble de V.

Définition 3.7.1. La somme de U et W est le sous-ensemble de V défini par
U+W:={ut+wlueclweW}.

Théoreme 3.7.2. La somme U + W de deux sous-espaces U et W de V est un sous-espace vectoriel.

Preuve. Exercice. O

Définition 3.7.3. On dit que la somme U + W est une somme directe sipourtoutt € U+ W, il
existe un unique couple (1, w) € U x W tel que t = u + w. En d’autre termes, la somme est directe
si la décomposition de tout élément de U + W en somme d’un élément de U et d’'un élément de
W est unique. Dans ce cas, on écrit U © W.

Cette définition s’étend sans aucune difficulté au cas d’un nombre fini de sous-espaces. On peut
méme définir la notion de somme directe d’une famille infinie, dénombrable ou non, de sous-
espaces, mais on se limite au cas fini pour 'instant.

Théoreme 3.7.4. L'espace vectoriel V est la somme directe des sous-espaces U et W si et seulement si :
(i) V=U+Wet
(i) UNW = {0}

Preuve. Supposons que V = U@ W.IlestclairqueV = U+ W.Sit € UNW avect # 0, alors pour
ucletwe W,onas =u+w = (u-+t)+ (w—t) deux représentations différentes des € U+ W
en tant que somme d'un élément de U et d'un élément de W et la somme ne serait pas directe.
Donc t = 0 et ainsi, U N W = {0}. Inversement, supposons que V = U + W et UNW = {0}. Soit
t=u;+w; =up+wy € U+ W.Donc, uy — up = wy —wq. Ainsi, ug —up € UNV = {0}, ce qui
implique que u; = uy. DE la méme maniere, w; = wy. Dong, la représentation de t est unique, et
ainsi la somme est directe. 0

Exercice 9 (Travaux dirigés). 1. Donnez un exemple montrant que la réunion de deux sous-
espaces vectoriels n’est pas forcément un espace vectoriel.

2. Soit V = KN l’ensemble de toutes les suites (ay,a3,a3,- -+ ) déléments de K muni de 1’ad-
dition par composante et de la multiplication par un scalaire par composante. Vérifiez que
V est un K-espace vectoriel. Notons K(N) le sous-ensemble des suites a support fini, i.e., les
suites dont tous les termes sont nuls sauf un nombre fini d’entre eux. Montrez que KN est
un sous-espace vectoriel de KN,

3. Est-ce que le sous-ensemble de R? suivant est un espace vectoriel sur R ?
E={(xy) € R* x>0}

Expliquez.

4. Décidez, dans chacun des cas suivant, si V = R? muni des lois d’additions et de multipli-
cations par un scalaire données sont des espaces vectoriels sur IR ou non (justifiez en cas de
réponse négative) :
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10.

i). (a,b)+ (c,d)=(a+0b,c+d)etk(a,b)= (ka,b).

ii). (a,b)+ (¢, d) = (a+70b) etk(a,b) = (ka,kb).
iii). (a,b) + (c,d) = (a+b,c+d) etk(a,b) = (k?a, kD).
Considérons le systeme d’equations linéaires en les inconnus x1, - - - , x,, et a coefficients dans
R suivant :

a11x1 + apxo + - - +ayx, =0
a»1x1+ampxy+ - +ayx, =0

A1 X1 + appXo + -+ - + ApnXp = 0

Un tel systeme est dit homogene (toutes les mondmes ont le méme degré, ici 1). Montrez que
I’ensemble de toutes les solutions de ce systeme forme un sous-espace vectoriel de IR”. Si le
systéme linéaire n’est pas homogene, est-ce que I'ensemble des solutions forme toujours un
espace vectoriel ? Si oui, démontrez, si non donnez un contre-exemple.

Soit V = F(E,K) comme dans Exemples|3.1.10{avec K = R. Montrez que le sous ensemble
W de F(E, K) des fonctions bornées dans V est un sous-espace vectoriel. On rappelle qu'une
fonction f 4 valeur réelle est bornée sil existe un nombre réel M € R tel que |fx| < M pour
tout x € E.

Donnez un systéme générateur de C? en tant que C-espace vectoriel, puis en tant que RR-
espace vectoriel.

Soit V = R* en tant que R-espace vectoriel. Déterminez si v = (3,9, —4, —2) appartient au
sous-espace de V engendré par u; = (1,—-2,0,3),u2 = (2,3,0,—1) et uz = (2,-1,2,1).

. Décrivez les espaces colonnes des matrices suivantes :

10
a). Iz = (0 1)

2 3
wa= (2 3)

1 2 3
0. A= <0 0 4>.

- 1 0 . 0 0

a). Décrivez un sous-espace de M, (R) contenant A = 0 o) mais pas B = 0 —1)

b). Siun sous-espace de M;(IR) contient A et B, est-ce que ce sous-espace doit contenir I ?

c). Décrivez un sous-espace de M;(R) ne contenant aucune matrice diagonale non-nulle.
Une matrice carée est dite diagonale si tous ses coefficients qui ne sont pas sur la dia-
gonale sont nuls.

11. Vrai ou faux, justifiez votre réponse :

a). L'ensemble des matrices symétriques de M,,(KK) forme un sous-espace vectoriel.
b). L'ensemble des matrices antisymétriques de M,,(K) forme un sous-espace vectoriel.

). L'ensemble des matrices de M, (K) qui ne sont pas symétriques forme un sous-espace
vectoriel.
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12. Vrai ou faux, justifiez votre réponse :
a). Les éléments b qui ne sont pas dans C(A) (pour une matrice A) forme un sous-espace.
b). Si C(A) = 0, alors A est la matrice nulle.
c). Soit A € My,xn(R), alors C(2A) = C(A).
d). Soit A € M, (K), alors C(A — I,) = C(A)

3.8 Base et Dimension

Dans cette section, on fixe un corps K. On va aborder les notions fondamentales de base et de
dimension d"un espace vectoriel.

3.8.1 Base

Avant de traiter le cas général, revenons d’abord au cas du R-espace vectoriel C. On sait que tout
nombre complexe z est une combinaison linéaire a coefficients réels de 1 et de 7, i.e. z = a +ib
oua,b € R, ou encore que L(1,i) = C (i.e. {1,i} engendre C) en tant que R-espace vectoriel. En
plus, cette écriture est UNIQUE, ce qui revient a dire que siz = a+ib = a’ +ib' alorsa = a’ et
b = b (ce qui équivaut a dire que siz = a+ib = 0 alors a = b = 0). On dit que {1,i} est une
base de C en tant que R-espace vectoriel. De la méme manieére, on voit que tout élément, disons
(a,b), du R-espace vectoriel R? s’écrit de maniére unique comme (a,b) = ae; + be; otre; = (1,0)
ete; = (0,1). Dans chacun des deux cas ci-dessus, les vecteurs 1 et i pour C et les vecteurs e; et e;
pour IR?, ont les ont deux propriétés fondamentales qui incarnent la notion de base : ils suffisent
pour décrire tout él’ement de 1’espace ent tant que leurs combinaisons linéaires, et chaque écriture
est unique. On peut faire le méme exercice pour C", R" et d’autres espaces vectoriels. Dans ce
paragraphe, nous allons formaliser ces notions.

Définition 3.8.1 (Indépendance linéaire). Soit V un KK-espace vectoriel et E C V un sous-ensemble
(fini ou infini). On dit que les vecteurs de E sont 1inéairement indépendants (ou, par abus, que
E est linéairement indépendant), ou que E forme une famille libre de vecteurs, si:

n
Vn € N\ {0},Vay,ap,--- ,a, € KetVoy,vy,--+ ,0, €EE: <Eaivi:0:>a1 =gy =---=uaq, :0).
i—1

Sinon, on dit que les vecteurs de E sont linéairement dépendants (ou, par abus, que E est
linéairement dépendant), ou encore que E forme une famille 1iée.

Ainsi, v1,7y,- -+, vy € V sont linéairement indépendants si 1'égalité
a101 +a02 + - + vy =0, ay,az, - ay €K,

implique
aqg=ay="---=a, =0.

Remarquons que si 'un des v; € E est le vecteur null, alors les vecteurs de E sont forcément
linéairement dépendants.

Exemples 3.8.2. Considérons le R-espace vectoriel R3. Soient les vecteurs u = (1,—1,0), v =
(1,3,—-1) etw = (5,3, —2). Comme 3u + 2v — w = 0, ces vecteurs sont linéairement dépendants.
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Exemples 3.8.3. Soit le R-espace vectoriel V = R[X]. Soient f(X) = 1+ X% et g(X) =3 +2X3 +
X3.Siay,a; € R tels que a1 f(X) + a,¢(X) = 0, alors a; + 3ap + a1 X? + 242 X3 + a,X> = 0. Donc
a1 = ap, = 0 etainsi f(X) et ¢(X) sont linéairement indépendants.

Proposition 3.8.4. Soit m > 2. Les vecteurs vy,vy,- - - , Uy, Sont linéairement dépendants si et seulement
si l'un d’entre eux est la combinaison linéaire des autres.

Démonstration. Exercice. OJ

Définition 3.8.5 (Base). On appelle un sous-ensemble B d"un espace vectoriel V une base de V si
B engendre V et si B forme une famille libre de vecteurs.

Proposition 3.8.6. Une famille B de vecteurs d’un espace vectoriel V est une base si et seulement si tout
vecteur v € V s’écrit de maniére unique comme combinaison linéaire d’élements de B :

U =a101+ -+ a,0,.
Démonstration. Exercice. O

Exemples 3.8.7. Considérons le K-espace vectoriel K". Soitey, ey, - - - , e, les vecteurs définis comme
dans I’exemple[3.3.7} On vérifie facilement que {ey, - - - , ¢, } est une base de V que l'on appelle base

canonique.

Exemples 3.8.8. Soit le K-espace vectoriel V = K[X]. L'ensemble B = {Xi|i =0,1,2,- -} forme
une base de V.

Le théoreme suivant caracterise les bases finis, auxquelles on va se réduire la plupart du temps.
Théoreme 3.8.9. Soit V un K-espace vectoriel et B = {vy,va, -+ ,v,} C V un sous-ensemble fini. Les
assertions suivantes sont équivalentes :

(i) B est une basede V.

(ii) B est un ensemble minimal de générateurs de V, i.e. : E engendre V mais pout tout v € B, B\ {v}
n’engendre pas V.

(iii) Toutv € V s’ écrit comme v = Y_I' 1 a;v; de maniere unique, i.e. avec des uniques ay,az, - - - , ay.
(iv) B est un ensemble maximal linéairement indépendant, i.e. : les vecteurs de B sont linéairement
indépendant mais pour tout v ¢ B, les vecteurs de 'ensemble B U {v} sont linéairement dépendants.

Démonstration. A faire (en classe). O

Corollaire 3.8.10. Soit V un IK-espace vectoriel et E C V un sous-ensemble fini qui engendre V. Alors, V
posseéde une base contenue dans E.

Démonstration. On enléve successivement des éléments de E et on utilise le théoreme[3.8.91 O

3.8.2 Dimension

La “dimension” est un invariant fondamental des espaces vectoriels qui permet en quelque sorte
de mesurer leurs “tailles”. C’est un peu plus pertinent que la cardinalité (qui mesure la "taille”
d’un ensemble) car la dimension prends en compte la structure d’espace vectoriel.

Lemme 3.8.11. Soient V un K-espace vectoriel de type fini et B = {w1,wy, - - - ,wy } une base de V. Soit
w =YY" aqw; €V (a; € K).Sia; #0,alors B' = {wy,wa, - ,wj_1,w, Wjy1," -+, Wy} est une base
de V. On peut donc changer w; en w (avec a; # 0) et on obtient encore une base.
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3.8.3 Déterminants
Exercice 10 (Travaux dirigés). 1. Considérons R* en tant que R-espace vectoriel. Montrez que
les vecteurs suivants sont indépendants : (6,2,3,4),(0,5,—3,1) et (0,0,7, —2).
2. Démontrez la Proposition 3.8.4]

3. Montrez que deux vecteurs sont linéairement dépendants si et seulement si I'un d’entre eux
est un multiple de l'autre.

4. Vérifiez I'exemple[3.8.7,
5. Donnez une base du R-espace vectoriel V = {(a,a,b)|a,b € R}.

6. Soit le Q-espace vectoriel V = Q3 et W C V le sous-espace engendré par E = {(1,2,3), (2,3,4), (3,5,7)}.
Montrez que E n’est pas une base de V mais que {(1,2,3), (2,3,4) } en est une.

7. Montrez que I'ensemble suivant est un IR-espace vectoriel :
V={f:IN— R|3S CNfini, pourtoutn € N\ S, f(n) =0}.

Trouvez une base de V.
8. Démontrez la proposition

3.9 Applications Linéaires

Exercice 11 (Travaux dirigés).

4 Introduction a la théorie des Groupes

On sait que 'ensemble Z,Q ou R est muni de deux opérations usuelles a savoir : L'addition
et la multiplication. Un espace vectoriel est aussi muni d’une opération de telle sorte : L'addi-
tion de deux vecteurs. Cela donne un nouveau moyen de mieux comprendre ces ensembles et
mieux encore : de les classifier. Ainsi, avec ces opérations, on a ce qu’on appellera des structures
algébriques sur ces ensembles. Ainsi notre but est de formaliser ces idées de maniere abstraite.

Définition 4.0.1. Soit E un ensemble. Une opération binaire (ouloi de composition interne)
* sur E est définie par 'application :

ExXE—E
(x,y) — x*y.

Autrement dit, pour tout x et y éléments de E, x x y est un élément de E et il est défini de maniere
unique. Un ensemble E muni d’une opération  sera noté par (E, ). S'il n'y a pas de confusion,
’opération x x y sera notée tout simplement par xy.

Si T est une partie de E, on dit que 1’'opération est fermée sur T, si la restriction de 1’application
sur T x T a pour image dans T. Autrement dit, pour tout x et y dans T, ona x xy € T. On dit aussi
que la loi de composition sur T est interne.

Un opération binaire sur un ensemble E définit de ce qu’on appellera une structure algébrique
sur E. Autrement dit, on dit que (E, x) est une structure algébrique.
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Exemples 4.0.2. 1. L’addition, la soustraction et la multiplication sont des opérations binaires
sur Z,Q,R ou C;

2. La soustraction n’est une loi de composition interne sur IN;

3. L'addition et la multiplication des matrices carrées sont des opérations binaires;

4. 'addition et la soustraction de vecteurs sont des opérations binaires sur les espaces vecto-
riels;

5. Le produit vectoriel de deux vecteurs sur R? est une opération binaire sur R3;

6. La loi de composition d’applications est une opération binaire sur I’ensemble RR des appli-
cations numériques;

7. L’addition est une loi de composition interne sur 1’ensemble des nombres paires;
8. L'addition n’est pas une loi de composition interne sur I’ensemble des nombres impaires.

En primaire, on a appris les tables d’additions et de multiplications sur 1’ensemble des entiers
naturels. Ci dessous est une tentative de formaliser cet idée sur un ensemble fini :

Définition 4.0.3. Soit (E, x) un ensemble fini muni de 1’'opération binaire . Le tableau qui présente,
pour tout élément x et y de E, les résultats qu’on obtient par la loi x est appelé table de Cayley
de (E, *).

Exemples 4.0.4. Soit ({—1,0,1}, x) un ensemble ot X est la multiplication usuelle sur Z. Son
table de Cayley est le suivant :

x|-110]1
171101
0j]0(f0]O0
1/-1]0]|1

Voici quelques caractéristiques usuelles d"une opération binaire sur un ensemble :

Définition 4.0.5. Soit (E, ) un ensemble. On dit que :
i). Laloi x est associative si pour tout x,y etzdans E,onax* (Y xz) = (x xy) xz;
ii). La loi x est commutative si pour toutaetbdans E,onaaxb = bxa;
iii). E admetun élément neutre ouun identitéesipourtoutx € E,onaexx = x%e = x;
iv). Supposons que E admet un élément neutre e. Un élément  de E admet un inverse s’il existe
un élément u de Etel quetxu = uxt =e.
Proposition 4.0.6. Soit (E, ) une structure algébrique admettant un élément neutre. Alors :
i). L'élément neutre est unique;
ii). Side plus, I'opération est associative, I'inverse d’ un élément inversible est unique.

L'inverse d’un élément inversible x de E sera noté par x~1.

Démonstration.  i). Supposons qu’on a deux éléments neutres ey et ep. Par définition, on a e; %
ey =e1 = ep ke = ep. D'otie; = ey, i.e, I'élément neutre est unique.

ii). Soit x un élément inversible de E. Désignons par e 1’élément neutre. Supposons qu’ils existent
deux inverses de v et y» de x. Par définition, ona : x xy; = e = x x y». Donc, en multipliant
cet égalité par y; a gauche, on a, par associativité de I'opération binaire, (y1 * x) xy1 =
(y1 % x) % y2. Doty y1 = yo.

O
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4.1 Introduction et Définitions

Définition 4.1.1. Une structure algébrique (E, ) est dite un monoide si elle admet un élément
neutre et la loi de composition interne * est associative. Si de plus, tout élément de E admet un
inverse, alors la structure (E, x) estappelé un groupe. Une structure de groupe est dite abélienne
si la loi de composition est aussi commutative. On dit dans ce cas que le groupe est abélien.

Remarque 4.1.2. Si (E, *) est un monoide, 'ensemble E est non vide.

Proposition 4.1.3. Soient (My,*1) et (My,*y) deux monoides d’éléments neutres respectifs ey et e;.
Considérons I'opération binaire x sur l'ensemble produit G:=M; x M, définie par :

GxG—=G
((a,x), (b,y)) = (a,%) x (b,y):=(ax1b,xx2 ).

La structure (G, ) est un monoide d'élément neutre (e1, ep). C'est ainsi qu’on définit une structure algébrique
sur un produit cartésien de deux ensembles.

Démonstration. A faire en classe. O

Exemples 4.1.4. 1. (IR, x) est un monoide;

2. (N, +) n’est pas un groupe mais c’est un monoide;

3. (Z\ {0}, x) est un monoide, mais pas un groupe;

4. Soit n > 3. Les structures (Z/nZ\ {0}, x) et (M,(R) \ {0}, x) ne sont pas de groupes en
général mais des monoides;

5. (Z,+),(Q,+), (R, +) et (C, +) sont des groupes abéliens;

6. (R?,+) est un groupe abélien;

7. Soit n un entier naturel non nul. Les structures (Z/nZ, +) et (M, (R), +) sont des groupes
abéliens;

8. Soient n et m deux entiers naturels non nuls. La structure (Z/nZ x Z/mZ, +) est un groupe
abélien;

9. Si V est un espace vectoriel, la structure (V, +) est un groupe abélien;

10. L'ensemble des rotations de centre (0,0) sur R? définit un groupe abélien avec la loi compo-
sition des transformations;

11. L'ensemble des applications numériques bijectives définit un groupe non abélien avec la loi
de composition des applications;

12. L'ensemble GL,(IR) des matrices carrées inversibles d’ordre n > 2 a coefficients dans R
définit un groupe non abélien avec la loi multiplication des matrices;

13. Soit E un ensemble fini. L'ensemble P(E) des applications bijectives de E dans E définit un
groupe avec la loi de composition des applications. On appelera cet groupe, 1e groupe de
permutation de I’ensemble E. Si E est de cardinal 7, on notera cet groupe par S,,.

Dans toute la suite, on ne s’intéressera qu’a des structures de groupes. C’est 1’objectif principal
de notre cours d’algebre 1 méme si 1'étude des monoides est une branche tres riche de 1'algebre
abstraite.
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Définition 4.1.5. Soient (G, x) un groupe et H une partie de G. On dit que H est un sous-groupe
de G si (H, x) est un groupe. Si H est un sous-groupe de G, on le notera par H < G.

Proposition 4.1.6. Soit (G, *) un groupe. Une partie H de G est un sous-groupe de G si et seulement si
les propositions suivantes sont vérifiées :
i). Pour tout x et y dans H,ona xxy € H;
ii). L’élément neutre de G est dans H;
iii). Si x est un élément de H, l'inverse x ! de x dans G appartient a H.
Autrement dit, une partie non-vide H de (G, %) est un sous-groupe de G si et seulement si pour tout x et y

dans H, on a x xy~! appartient a H.

Démonstration. Exercice. O

Exemples 4.1.7. Soit n un entier naturel non nul.

1. Si (G, *) est un groupe d’identité ¢, les parties G et {e} sont des sous-groupes de G. On les
appelle les sous-groupes triviaux de G. Un sous groupe non trivial de G sera appelé un
sous-groupe propre de G;

2. Z,Q et R sont des sous-groupes de (C, +);
3. Le sous-ensemble nZ des multiples de n dans Z est un sous-groupe de (Z, +);

4. Le sous-ensemble des matrices d’ordre n a coefficient dans R dont le déterminant est égal
a 1 est un sous-groupe de GL,(R). Ce sous-groupe sera noté par SL,(R) et sera appelé le
groupe linéaire spécial.

5. Soit E = {1,2,...,n}. Le groupe S, est un sous groupe de S,+1.Sik € {1,2,...,n}, le sous
ensemble des éléments qui fixe k dans P(E) est un sous-groupe de Sy;

6. Sin < 3, les sous groupes triviaux sont les seuls sous groupes de (Z/nZ,+);

7. Le sous ensemble {0,2} est le seul sou groupe propre de (Z/4Z,+);

8. Les sous ensembles {(0,0),(0,1)} et {(0,0),(1,0)} sont les seuls sous groupes propres de
(Z/2Z x Z./2Z, +).

Proposition 4.1.8. Soient H et K deux sous groupes d’un groupe G. Alors, le sous-ensemble H N K est un
sous groupe de G. Mais, en général, le sous ensemble H U K de G n’est pas un sous groupe de G.

Démonstration. Exercice. O]

Soient (G, *) un groupe et g un élément de G. Considérons le sous-ensemble < ¢ > de G défini
par:
<g>::{gk: kGZ}

ot ghi=gxgx---xg, kfoissik > 1, g¢%=e, l'identité de G etona g*:=(g!) ¥ si k est strictement
négatif.

Proposition 4.1.9. Le sous ensemble < g > est un sous groupe de G. Plus précisément, si H < G
contenant I'élément g, alors < g > est un sous groupe de H. On dit dans ce cas que < g > est le sous
groupe cyclique engendré parg.
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Démonstration. Vérifions les criteres de sous-groupes mentionnées dans la Proposition 2.12 :

i). Soient x et y deux éléments de < g > . Par définition, ils existent n et m deux entiers tels que
x=g"ety = g¢". Ainsi, xy = ¢""". Dot xy €< g >.

ii). Par définition, gO = e. Dong, I'élément neutre est dans < g > .

iii). Soit x €< g > . Par définition il existe un entier i tel que ¢’ = x. De plus, xx g~/ = ¢¥ =e.
Dong, g~ ' est I'inverse de x. Par définition, g7' €< g > .

O

Exemples 4.1.10. 1. Soit n un entier naturel non nul. Le sous groupe nZ est un sous groupe

cyclique de Z engendré par n;

2. Le sous ensemble {0,5,10, 15} est un sous groupe cyclique de (Z/20Z, +) engendré par 5.
Définition 4.1.11. On dit qu'un groupe G est cyclique s’il est engendré par un de ces éléments.
Proposition 4.1.12. Soit n un entier non nul. Les groupes (Z,+) et (Z/nZ,+) sont cycliques.
Démonstration. Ces groupes sont engendrés respectivement par 1 et 1. O

Définition 4.1.13. Soient G un groupe et ¢ un élément de G. Le nombre d’éléments de G qu’on
notera par |G| est appelé ordre du groupe G. On appellera 'ordre du groupe < g >, 1’ordre
de 1’élément g qu’on notera par |g|. Ainsi, si le groupe G est fini, ’ordre de G n’est autre que le
cardinal de G. Sinon, I'ordre de G est infini.

Exercice 12 (Travaux dirigés). 1. Pour chacune des opérations binaires sur Z suivantes laquelle
est associative? laquelle est commutative ? laquelle admet un identité?

). (x,y) = x—y;
i). (v, y) — 2¥;
iii). xxy:=xy —x —y+ 2.

2. Considérons le rectangle R défini par {(x,y) € R?: |x| < n;|y| < m} ot n et m sont des
entiers naturels non nuls distincts. Montrer que les quatre symétries de R suivantes forment
un groupe avec la loi de composition des applications :

a). Lidentité e : (x,y) — (x,y);
b). Laréflexionr : (x,y) — (x,—y);
). Laréflexionry : (x,y) — (—x,y);
d). La rotation d’angle 7t et de centre (0,0) r3: (x,y) — (—x, —y).

Ecrire le table de Cayley de ce groupe. Le groupe est-il abélien?

3. Pour chacune des structures suivantes, déterminer si c¢’est un groupe ou pas :

i). (Z,—) oul'opération binaire — désigne la soustraction usuelle sur les nombres;
ii). (R, x) o1 'opération binaire * est définie par: x x y:=x +y — 1;

iii). (Z/nZ\ {0}, x) ot n est un nombre entier naturel non nul;

iv). ({z€C: |z] =1}, x) ot x désigne la multiplication de nombres complexes.

4. Compléter les tables de Cayley des groupes suivants :
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11.
12.
13.
14.

4.2

xla|b|c|d
: © 2 b a d
3 ; b |a
b C b

d

Montrer que les sous-ensembles suivants ne sont pas de sous-groupes de (Z,+) : L'en-
semble des nombres entiers impairs ; L'ensemble des entiers positifs; L'ensemble { -2, —1,0,1,2} ;
L’ensemble vide.

Déterminer les ordres des groupes suivants : (Z/nZ,+); (Z,+); Sn; GL2(R).
Déterminer les ordres des éléments suivants :
). 2 € (Z/10Z, +);

. (0 -1
ii). <1 0 ) € GLy(R);
iii). L'identité dans un groupe;

iv). me (R, +);
Démontrer la Proposition 2.12.

. Démontrer la Proposition 2.14.
10.

Soient (G, *) un groupe fini d’identité e et ¢ € G. Montrer qu'ils existent deux entiers natu-
rels non nuls distincts i et j tels que a' = /. En déduire qu’il existe un entier naturel non nul
n tel que a" = e.

Soit (G, ) un groupe d’ordre pair. Montrer qu’il existe un élément a de G tel que a* = e.
Déterminer tout les sous-groupes des groupes suivants : (Z/6Z,+) et (Z/12Z,+).
Montrer que les sous-groupes de (Z, +) sont de la forme nZ ou 1 est un entier naturel.

Soient G un groupe fini et ¢ un élément de G. Montrer que |g| divise |G|.

Homomorphismes de Groupes

Définition 4.2.1. Un tableau carré a n lignes remplies par n éléments distincts dont chaque ligne
et chaque colonne ne contient qu'un seul de ces éléments est appelé carré latin.

Exemples 4.2.2. 1. Un sudoku est un carré latin;

2.
3.

Le table de Cayley du groupe (Z/6Z, +) est un carré latin;
Le table de Cayley du monoide (Z/6Z, x ) n’est pas un carré latin.

Proposition 4.2.3. Le table de Cayley d'un groupe fini est un carré latin.

Démonstration. A faire en classe. O

Maintenant examinons les tables de Cayley des groupes : (Z/2Z,+) et ({1, —1}, x). Le table de
Cayley de (Z/2Z,+) est:

+ (0|1
01011
1110
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tandis que celui de ({1, —1}, x) est le suivant :

x |1 1-1
171 ]-11|
1111

A premiere vue, ces groupes sont différents. Les ensembles ne sont pas les mémes, ni les structures.
Mais les tables de Cayley correspondants sont similaires a celui du groupe ({a, b}, =) dont le table
de Cayley est le suivant :

x|lal|b
alal|b|
b|b|a

Dans ce cas, on dit que les groupes (Z/2Z,+) et ({1,—1}, x) sont isomorphes. Ainsi, I'idée
est de comparer deux structures. Mais, pour cela, I'existence d'une application entre les deux en-
sembles qui définissent les groupes ne suffira pas. Il nous faut aussi un minimum de ”compatibi-
lité” entre les deux structures.

La généralisation de maniere formelle de ces idées est 1’objet de cette section.

4.2.1 Introduction et Définitions

Définition 4.2.4. Soient (Gj, *1) et (Ga, *2) deux groupes. Une application f de G; dans G, qui
est compatible aux structures de deux groupes est appelée homomorphisme de groupes. Plus
précisément, 'application f de G; dans G, est un homomorphisme si pour tout x et y éléments de
Gy,ona:

flxx1y) = f(x) %2 f(y)-

Si de plus, 'application f est bijective, on dit que f est un isomorphisme et on note par G; ~ G,.

Exemples 4.2.5. 1. Soit (G, x) un groupe. L'identité Id; est un isomorphisme;
2. L'injection canonique (Z, +) — (R, +) est un homomorphisme;
L'application (Z/2Z,+) 3 x — (—1)* € ({1, -1}, x) est un isomorphisme;
La surjection canonique (Z, +) — (Z/nZ,+) est un homomorphisme;
L'application (GL,(R), x) > A — det(A) € (R\ {0}, x) est un homomorphisme;

Une application linéaire entre deux espaces vectoriels est un homomorphisme;

N o e ®

L'application exponentielle induit un isomorphisme de (R, +) dans (R4 \ {0}, x).
Proposition 4.2.6. Soient (Gy,*1) et (Ga, *2) deux groupes. Si f est un homomorphisme de Gy dans G,
alors :

i). f(e1) = ey, oil eq et ey sont respectivement les identités de Gy et Gp;

ii). SiX est l'inverse d'un élément x de Gy, alors f(X) est l'inverse de f(x) dans G,.
Démonstration.  i). Par définition, on a f(e1) = f(e1 %1 e1) = f(e1) %2 f(e1). L'élément f(e;) de
G, est inversible. Donc, en multipliant cet inverse a gauche, ona: e, = f(e1);

ii). Onae; = x % X. Dong, e; = f(e1) = f(x %1 X) = f(x) x2 f(X). D’ot1 le résultat.
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Proposition 4.2.7. Soient (Gy,*1), (G, *2) et (Gs, x3) des groupes. Soient f : Gi — Gyet ¢: Gy — G3
deux homomorphismes. Alors :

i). go f: Gy — Gsest un homomorphisme;

ii). Side plus f est bijective, l'inverse de f est aussi un isomorphisme.
Démonstration. A faire en classe. ]
Corollaire 4.2.8. La relation d’isomorphisme entre groupes est une relation d’équivalence.
Démonstration. A faire en classe. O

Définition 4.2.9. Soit f : (G1,%1) — (Gg,*2) un homomorphisme de groupes. Le sous ensemble
Im(f) de G, défini par :
Im(f):={f(x): x€ G}

est appelé 1’ image de f tandis que le sous ensemble Ker(f) de G; défini par :
Ker(f):={x € Gi: f(x) =e}
est appelé 1le noyau de f ol e; est I'identité de G,.

Proposition 4.2.10. Soient f : (G1,*1) — (Ga, *2) un homomorphisme de groupes, Hy un sous groupe
de Gy et Hy un sous groupe de Gy. Alors :

i). Im(f) est un sous groupe de G;
ii). Ker(f) est un sous groupe de Gy;
iii). L'image réciproque f~'(Ha) est un sous groupe de Gy;
iv). Mais, 'image directe f(Hy) n’est pas un sous groupe en général;

v). Side plus f est injective, on a Ker(f) = {e1} oil e est I'identité de Gy. L'application f définit ainsi
un isomorphisme de Gy dans Im(f).

Démonstration. Exercice. O

4.2.2 Groupes Quotients

Soient (G, *) un groupe et H un sous groupe de G. Pour tout élément x de G, on définit les en-
sembles x x H et H x x comme suit :

x+xH:={xxh: he H}; Hx*x:={hxx: he€ H}.

S’iln’y a pas de confusions, on écrit gH et Hg.
La relation binaire R (resp. R,) définit pour tout a et b par :

aRgb (resp. aRyb) < aH = bH (resp. Ha = Hb)
est une relation d’équivalence sur G. Autrement dit,
aRgb (resp. aR4b) < b 'a € H (resp.ab™' € H).

Ainsi,on a:
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Lemme 4.2.11. Soient (G, *) et H un sous groupe de G. Alors :
i). Pour tout x et y dans G, on a : Soit xH = yH (resp. Hx = Hy), soit xH NyH = @ (resp. Hx N
Hy = 0);
ii). Pour tout x € G, l'application H > h +— xh € xH (resp. H > h — hx € Hx) est bijective.

Démonstration.  i). Ilsuffit de montrer que les relations R ¢ et R; sont des relations d’équivalences;

ii). Considérons la relation R¢. On applique le méme raisonnement pour la relation R ;.
Injectivité : Soient h; et hy deux éléments de H tels que xh; = xhy. Comme G est un groupe,
l'élément x est inversible. En multipliant cet égalité a gauche par x~!, on a h; = hy. Donc,
'application est injective;

Surjective : Soit y € xH. Par définition, il existe h € H tel que y = xh. Donc, I'application est
surjective.
t

Théoreme 4.2.12 (Théoreme de Lagrange). Soient G un groupe fini et H un sous groupe de G. On a :
Gl = [G: H]|H]|

oit [G: H]:=|G/Rgy| = |G/Ry|. L'entier [G : H] est appelé 1’indicede H dans G. En particulier, |H|
divise |G]|.

Démonstration. Comme G est un ensemble fini, donc les ensembles G/R, et G/R; sont finis.
Or, les relations R, et R, sont des relations d’équivalences. Donc, les ensembles G/ Ry et G/ Ry
forment respectivement une partition de I’ensemble G. De plus, d’apres le lemme précédent, pour
tout x ety dans G, on a:

|H| = [xH| = [yH] (resp. |H| = |Hx| = |Hyl).

Dott: |G| = [G: H]|H| ou [G : H]:=|G/Rg| = |G/ Ryl O
L’exemple suivant est fondamental :

Considérons le groupe S3 et I'application bijective f élément de S3 définie par: (1) =2,0(2) =1
et o(3) = 3. Le sous ensemble H = {Idy; 53,0} est un sous groupe de S3. Considérons I'élément
T € S3 défini par : 7(1) = 3,7(2) = 2 et T(3) = 1. Ainsi, on peut vérifier quon a: TH # HT.
Supposons de plus qu’il existerait un homomorphisme de groupes f : S3 — G telle que H =
Ker(f). Par définition, on a f (o) = eg, 'identité de G. De plus, on a:

flror™) = f(0)f (o) f(x7)

,ie, ot 1 € H. Autrement dit, ona THT ! = H. Ce qui contredit le fait que TH # Ht. D'ou: H
ne peut pas étre le noyau d'un homomorphisme de S3 vers n’'importe quel groupe. En effet,

Proposition 4.2.13. Soit f : Gi — G un homomorphisme de groupes. Pour tout x € Gy, ona:

xKer(f) = Ker(f)x.
Autrement dit, pour tout x € G et h € Ker(f), ona: xhx™! € Ker(f) ou bien pour tout x € G, on a
xKer(f)x~! = Ker(f).
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De manieére générale;

Proposition 4.2.14. Soient G un groupe et H un sous groupe de G. Les deux propositions suivantes sont
équivalentes :

). G/Rg =G/Ry;
ii). Pour tout x € G, ona xH = Hx (ou bien xHx~! = H).

Si l'une de deux propositions est vérifiée, les deux ensembles quotients induits par les deux relations
d’équivalences coincident et on le notera par G/ H.

Démonstration. Supposons qu’on a G/ Ry = G/Ry. Soit x € G. Par hypothese, il existe y € G tel
que xH = Hy. Comme H est un sous groupe, I'identité e de G est dans H. Donc, x = xe € Hy, i.e, il
existe h € H tel que x = hy. En multipliant ce dernier égalité a droite pary !, onaxy ! = h € H.
Par définition de la relation R4, cela veut dire que : Hx = Hy. D’ot1, xH = Hx oubien xH x1=H.
La réciproque est relativement facile. O

Ainsi, on définit :

Définition 4.2.15. Soit G un groupe. Un sous groupe H de G est appelé un sous groupe normal
de G sil'une des propositions précédentes est vérifiée.

Théoreme 4.2.16. Soient G un groupe et H un sous groupe normal de G. Alors, l'opération binaire sur G
induit une relation binaire x sur l'ensemble quotient G/ H définie pour tout x et y dans G par :

(xH) = (yH):=xyH.

De plus, (G/H, ) définit une structure de groupe. En particulier, la surjection G — G/ H est un homo-
morphisme surjective de groupes dont le noyau est H.

Démonstration. A faire en classe. Noter bien que I'élément neutre de G/H est H, la classe de
I’élément neutre. O

Remarque 4.2.17. Il est important de noter que tout sous groupe d’un groupe abélien est normal.

Théoréeme 4.2.18 (Premier théoreme d’isomorphisme). Soit f : (G, *1) — (Ga, *2) un homomor-
phisme de groupes. On a :

Gy /Ker(f) ~ Im(f).

Démonstration. On montre que 'application f définie par :

f:Gy/Ker(f) — Im(f)
xKer(f) — f(x)

définit un isomorphisme de groupes. ]

Exemples 4.2.19. 1. Par 'homomorphisme surjective GL,(R) 5 A — det(A) € R\ {0}, onen
déduit GL,(R)/SL,(R) ~ R\ {0};
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2. Considérons I’'homomorphisme de groupes f : (R,+) 2 6 — ¢*™ € (C\ {0}, x). On
montre qu’ona:Im(f) = St:={z € C: |z| =1} etKer(f) = Z. Ainsi,ona:

(R/Z,+) ~ (S', x)
ot S! est le cercle de rayon 1 dans R?.

Théoréme 4.2.20 (Troisieme théoréme d’isomorphisme). Soient (G, *) un groupe, H et N deux sous
groupes normaux de G tels que H C N. Alors, H est un sous groupe normal de N. De plus, le groupe N/ H
est un sous groupe normal de G/H et on a :

(G/H)/(N/H) ~ G/N.
Démonstration. On montre que l'application f définie par :

f:G/H— G/N
xH — xN
est un homomorphisme surjective de groupes. N'oubliez pas de démontrer que 1’application est
bien définie d"abord.
Ainsi,ona:Im(f) = G/N etKer(f) = {xH: xN=N} = {xH: x € N} = N/H. D’apres le

premier théoreme d’isomorphisme, on a le résultat.
O

Exemples 4.2.21. Soit n un entier naturel non nul. Considérons le groupe G = (Z, +). Soit d un
diviseur positif de n. Ainsi, nZ et dZ sont de sous groupes normaux de G tels que nZ C dZ.D’ot,
d’apres le troisiéme théoréme d’isomorphisme, on en déduit :

(Z/nZ)/(dZ/nZ) ~ Z/dZ.
Le théoreme suivant classifie les groupes cycliques a isomorphismes pres :
Théoreme 4.2.22. Soit G un groupe cyclique. Ona G ~ Z ou G ~ Z/nZ ou n est un entier naturel.

Démonstration. Soit ¢ un élément de G tel que G =< g > . Considérons I’homomorphisme de
groupe f définie par :
fZ—G
k— g~
L’homomorphisme f est par définition surjective. Donc, d’apres le premier théoréme d’isomor-

phisme, on a Z/Kerf =~ G. Or, on sait que les sous groupes de Z sont de la forme nZ ol n est
entier naturel. D’ot1 le résultat. O

Exercice 13 (Travaux dirigés). 1. Pour chacune des applications suivantes, déterminer si c’est
un homomorphisme de groupes ou pas :

i). (R\{0},x)3a—loglal € (R,+);
ii). (C,+)>x+ |x| € (R, +);
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iii). (Z,+) >t~ 5t€(Z,+);
iv). (R%+) 3 (x,y) = xy € (R, +);
v). (R, +) 3 (u,0) »u—v€ (R,+).
2. Soient (G1,*1) et (Gy, *2) deux groupes. Montrer que G; X Gy =~ Gy X Gj.
3. Considérons les groupes G1 = (Z/2Z x Z/2Z,+) et G, = (Z/4Z,+). Montrer que

G1 Z Go.

4. Démontrer la Proposition 2.29.

5. Considérons ’homomorphisme de groupes f : (Z/12Z,+) > n — i" € (C*, x) ot i est un
élément de C tel que i> = —1. Déterminez Im( f) et Ker(f) ainsi que (Z/12Z)/Ker(f). Puis
écrire les tables de Cayley des groupes (Z/12Z)/Ker(f) et Im(f). Vérifier qu’ils sont bien
similaires.

6. Pour chacune des homomorphismes suivantes, déterminer son image et son noyau. Puis
écrire le résultat qu’on obtient du premier théoreme d’isomorphisme :

). (Z,+)>m—2me (Z,+);
ii). (R,+) 2 x> e* € (C*, x);
iii). det: (GLz(R) — (C*, x));
iv), f:Z — Z/2Z x Z/3Z;

7. Soit G un groupe abélien fini tel que pour tout élément x de G,ona x = eou x
l'identité de G. Montrer que |G| = 2" ol 1 est un entier naturel.

2 —¢olleest

8. Soient G un groupe et H un sous groupe d’indice 2 de G. Montrer que H est un sous groupe
normal de G.

4.3 Exemples de Groupes
4.3.1 Le groupe de permutations S,

Dans toute la suite, considérons le groupe de permutations S, comme étant le groupe des appli-
cations bijectives de ’ensemble {1,2,3,...,n} dans lui méme. Il est clair que 'ordre du groupe S,
est n!. Et bien évidemment, la loi binaire sur S, est la loi de composition d’applications. S'iln’y a
pas de confusion, on notera les deux compositions possibles de deux éléments o et T de S, par oT
et 70.

Dans la littérature, ils existent deux notations pour les éléments de S;, : La notation en matrices et
la notation en cycles.

La notation en matrices : Soit ¢ € S, défini pour tout i € {1,2,3,...,n} par o(i) = a; €
{1,2,3,...,n}. Ainsi, I'élément ¢ sera noté par : < 3 "
a, daz d4az -+ A4y

La notation en cycles : Un élément o de S, est appelé un k-cycle s’il existe k éléments a, ay, . . ., a
de {1,2,3,...,n} tels que:

— o(i)=isii ¢ {ay,az,...,ac};
— a(ai):ai+1si1§i§k—1;
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— O'(Hk) = daj.
Dans ce cas, on notera o par:
(a1 ap- .- ak).

Deux cycles (aq ay - - - ax) et (by by - - - by) sont dits disjoints si {ay,az,--- ,ax} N {b1, by, -+, a1} =
@.

Proposition 4.3.1. Soient o et T deux cycles disjoints. Ona: ot = T0.
Démonstration. A faire en classe. O
Définition 4.3.2. Un 2-cycle est appelé une transposition.

Proposition 4.3.3. Soit ¢ = (ay ay - - - ay) un cycle de Sy, oit k > 2. Alors, o peut étre une composition
des transpositions. Plus précisément, on a :

(araz---ay) = (a1 a2)(az a3) - - - (ax_1 ax)

Démonstration. On montre qu'on a : (a; ax---ax) = (a1 a2)(az az...ax). Puis, on raisonne par
récurrence. [

Remarque 4.3.4. Noter bien que la décomposition d'un cycle en produit de transpositions n’est
pas unique. Par exemple, dans S3, on a :

(12)(23)(31) = (23).

Proposition 4.3.5. Toute permutation de S, est un produit (ou une composition) de cycles deux a deux
disjoints. Par conséquent, elle est aussi un produit de transpositions.

Démonstration. A faire en classe. O

Remarque 4.3.6. Bien qu'une permutation soit un produit de transpositions, noter bien que ces
transpositions qui la décomposent ne sont pas deux a deux disjoints. Sinon, toute permutation
serait d’ordre 1 ou 2 qui n’est pas vrai si n > 3.

Mais, en général, ce qui est sur est le suivant :

Théoreme 4.3.7. Le nombre de transpositions qui décomposent une permutation donnée : soit il est pair,
soit il est impair.

Définition 4.3.8. Une permutation de S, est dite pair si elle est décomposée par un nombre pair
de transpositions. Dans le cas contraire, on dit qu’elle est impaire.

On peut déterminer facilement la parité d'une permutation comme 1'indique la remarque sui-
vante :

Remarque 4.3.9. D’apres la Proposition 2.3.3, un k-cycle est une composition de k — 1 transposi-
tion. Dong, si une permutation donnée est une composition de t cycles de longueur ky,ko, ..., k;
respectivement, sa parité est la méme que celle du nombre k1 +kp + - - - + k; + ¢.
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L’application
€:S, = ({1,-1}, x)

1 sio estpaire;
o .
—1 sinon

est un homomorphisme surjective de groupes. Ainsi, d’aprés le premier théoreme d’isomorphisme,
ona S,/Kere = {1,—1}. Par conséquent, I'ensemble de permutations paires forment un sous
groupe normal d’'indice 2 dans S,,. On notera cet sous-groupe par A, et sera appelé le groupe
alterné de degré n. De plus, d’apres la Proposition 2.3.3., un k-cycle est dans A, si et seulement
si k est impair.

On termine cet exemple avec un théoréme important qui justifie 'importance de S, dans la théorie
des groupes :

Théoréme 4.3.10 (Théoreme de Cayley). Soit (G, *) un groupe fini d’ordre n. Alors, G est isomorphe a
un sous-groupe de Sy,.

Démonstration. Soit ¢ € G. Considérons I'application f, : G € x + ¢*x € G. Pour tout ¢ € G,
l'application f; est clairement bijective. Autrement dit, f, est un élément de P(G), le groupe des
applications bijectives de G dans G. Maintenant considérons le sous-ensemble H de P(E) défini

par:
H:={c e P(E): 3g€ Gtelqueo = f,}.

Le sous-ensemble H est un sous groupe de P(E). En effet :

— Si on désigne par e 'identité de G, 1’application f, est clairement l'identité de P(E). Donc,
Idg € H;

— Soient f,, et f,, deux éléments de H. Pour tout x € G,on a:

(fo1 0 f22)(X) = fo, (fr (X)) = for (2% x) = (1% &2) %X = fo;,(%).

Dong, la composition des applications est stable dans H.
— Soit g € G.On afg*1 = f¢-1. Ce qui veut dire que fg*1 € H.

Finalement, considérons l'application f : G > ¢ — f; € H. Clairement, cette application est
bijective. De plus, on a: f(g1*x2) = fa5, = fq, © fg,- Dong, f est un isomorphisme de groupes.
Autrement dit, G ~ H. Or, H est un sous-groupe de P(E) qui est isomorphe a S,,. D’ot1 le résultat.

Ul

4.3.2 Le groupe diédral D,

Dans cette sous-section, dans le plan euclidien, on désignera par R, un polygone régulier de n
cotés. Notons son centre par C. On sait qu'ils existent exactement 2n symétries qui laissent le
polygone R, invariant, a savoir :

— Les n rotations de centre C respectivement d’angle ZkT” ouk=1,23,...,n

— Les n réflexions axiales déterminées respectivement par les n axes de symétries de R,,.
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Proposition 4.3.11. Les 2n symétries de R, définies ci-dessus forment un groupe d’ordre 2n avec la loi
de composition de transformations sur le plan euclidien. On notera cet groupe par D, et sera appelé le
groupe diédral d’ordre 2n. De plus, si r et T sont respectivement la rotation d’angle 2 et une symétrie
axiale, on a :

D, = {rk: k= 1,2,...,11} U {T’kT: k= 1,2,...,n}

et (r*t) o (r'1) = 1k,

Démonstration. A faire en classe. O

Remarque 4.3.12. Le théoreme de Cayley nous garantit que D, est isomorphe & un sous-groupe de
So,. Par contre, naturellement, un élément de D,, permute les n sommets du polygone R,. Ainsi,
tout élément de D, peut étre considérer comme une permutation de I'ensemble de n sommets de
R;. Ainsi, D, est un sous-groupe de S,,.

4.3.3 Le groupe linéaire GL,(RR)

Rappelons que GL, (RR) désigne le groupe des matrices inversibles d’ordre n a coefficients dans R.
Le groupe est un groupe non abélien infini. L'application

det: GL,(R) - R*
A — detA

est un homomorphisme surjective. Son noyau est 1’ensemble des matrices inversibles noté par
SL,(R) dont le déterminant est 1. En utilisant cet homomorphisme, on montre qu’on a

GL,(R)/SL,(R) ~ R*.
Ainsi, comprendre le groupe GL, (R) revient a comprendre son sous-groupe normal SL, (R).
Proposition 4.3.13. Le groupe de permutations Sy est isomorphe a un sous-groupe de SL,(R).

Démonstration. On montre que S, estisomorphe au groupe de matrices de permutations P,. Puisque
pour tout P € P,, detP = 1, le groupe de matrices de permutations est un sous-groupe de
SL,(R). O

Notons par GL,(Z) 'ensemble des matrices inversibles d’ordre n a coefficient dans Z. Alors :

Proposition 4.3.14. GL,(Z) est un groupe des matrices dont le déterminant est £1. Le noyau de la
restriction de I'homomorphisme det sera noté par SL,,(Z).

Démonstration. On montre que le sous-ensemble GL,(Z) est un sous-groupe de Gl,(RR). Le plus
dur est de montrer que si une matrice carrée a coefficients dans Z est inversible, son inverse est
aussi a coefficients dans Z. Mais, c’est faisable.

SoitA € GL,(Z). Dong, par définition, la matrice inverse A1 esta coefficients dans Z. Ainsi, detA
et detA ! sont des entiers. Or, AA~! = I,,. Donc, detA~! = 3 elt +- Comme detA et detA~1 sont des
entiers, ceci n’est possible que si detA = £1. O
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Soit E un espace vectoriel sur R. Rappelons qu'une application f de E vers un IR- espace vectoriel
F estune application linéaire si pour tout (x,y) dans E2 et (A, ) dans R?, on a:

fAx +py) = Af(x) + puf(y).

En particulier, f est un homomorphisme de groupes puisque (E,+) et (F,+) sont des groupes
abéliens.

Dans le cas out F = E, on dit que f est un endomorphisme. Si de plus, E est de dimension 7, en
utilisant 'identification des éléments de E via l'isomorphisme E ~ R", il existe une matrice A
d’ordre n telle que pour tout x € E,on a:

f(x) = Ax.

Si (by,by,...,b,) désigne une base de E, la matrice de f est completement déterminé de manieére
unique dans cette base, et]'on a :

A= (f(b1) f(b2) -+ f(bn))

ou f(b;) est le vecteur de la i-ieme colonne de A. Désignons respectivement par Kerf et Imf le
noyau et 'image de I'endomorphisme f. On a les propriétés suivants :

— Kerf et Imf sont des sous-espaces vectoriels de E;
— Kerf = N(A) etImf = C(A).
Ainsi, si on désigne par L(E) I'ensemble des endomorphismes de E, on a l'isomorphisme sui-

vante :
(L(E),+) ~ (My(R), +).

De plus, si on note par GL(E) I'ensemble des endomorphismes bijectives de E, on a :
(GL(E), o) ~ (GL,(R), x).

Maintenant considérons le cas ot ’on a n = 2. Désignons par O;(IR) le sous-ensemble de GL,(IR)
défini par :
Oy (R):= {A € GL,(R): ATA = AAT = 12}.

C’est I'ensemble des matrices orthogonaux d’ordre 2. On a:

Proposition 4.3.15. O;(IR) est un sous-groupe de GLy(R). De plus, pour tout A € O2(R), ona
detA = +1

et soit A est une matrice de rotation, soit elle est une matrice de réflexion. Plus précisément,

A— ( cos 6 sin6 ou A — (€08 6 sin@
~ \—sin@ cos6 ~ \sinf —cos6
pour un certain angle 6. Le groupe des rotations sera noté par SO, (IR).

Démonstration. A faire en classe. O

Corollaire 4.3.16. Le groupe diédral D,, est isomorphe a un sous-groupe de Op(R).
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Démonstration. A faire en classe. la Proposition 2.3.15. permet d’expliciter le groupe diédral D,
sous forme matricielle. O

Pour finir, énongons le résultat important suivant :

Théoreme 4.3.17. Le groupe SLy(Z) est engendré par :

0 -1 11
= 3) ()
Exercice 14 (Travaux dirigés). 1. Pour chacune des permutations suivantes, écrire-la comme
composée des cycles :

b (1234,
21 4 3)7
o, (123456,
W-lg 1536 2)
i, (123456
-1 643 2 5)

2. Pour chacune des permutations suivantes, écrire-la en matrice-notation :
i). (123)(468);
ii). (16)(42)(53);
iii). (153);
iv). (193)(26)(78);
v). )(24)(357).
3. Pour chacune des cas suivants, calculer o7 et 0 :

. 123 4 .
i). Dans Sy, 0'—<2 3 4 1),1'—(12)(34),

ii)Dn512345T—12345'
nPASOs 5 43 2 1)1 3 5 4 2)7
iii). Dans Sg, o= (12)(56),T=(13462).

Ecrire les résultats en utilisant les deux notations.

4. Pour chacune des permutations suivantes, déterminer si elle est paire ou impaire :

g (L2345,

V" \2 531 4)’

i, (123 45),

"\2 351 4)’

. (12345 6),

"\6 5 432 1)’

. 123456789

iv). .
23169 85 4 7
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o

i). Respectivement dans S3 et S4, combien de transpositions a t-on? Quand est-il des 3-
cycles? des 4-cycles (dans S4)?

ii). Soit H I'’ensemble des éléments qui ne sont pas des transpositions, ni des 3-cycles, ni
des 4-cycles dans S4. Le sous-ensemble H est-il un sous groupe ? Si oui, déterminer son
ordre et trouver un groupe usuel (qu’on connait tres bien) qui est isomorphe a H.

Dans chacun des groupes suivants, déterminer le nombre d’éléments d’ordre 2 et le nombre
d’éléments d’ordre 3 : S3, A4, Ds et Dg.

7. Pour toutk € {1,2,3,4,5,6}, déterminer le nombre d’éléments d’ordre k dans As.

8. Pour chacun des cas suivants, déterminer si le sous-ensemble est un sous-groupe de S4 ou

10.

11.

12.

13.

pas. Dans le cas ot1 le sous-ensemble est un groupe, déterminer si c’est un groupe normal :
i). {id, (134),(143)};
ii). {id, (12)(34),(13)(24),(14)(23)};
iii). {id,, (1234),(1432),(13)(24)};
iv). {id,,(123),(132),(234),(243)}.
Considérons l'application f : (Z x Z) > (m,n) — "t € Syouoc = (12)(34) et
T = (1 3)(2 4). Montrer que f est un homomorphisme de groupes. Expliciter le résultat
du premier théoreme d’isomorphisme.

Notons respectivement par p et T une rotation et une réflexion dans le groupe diédral D,,.
Montrer que T~ = pTp.

Considérons un homomorphisme f : S, — Z/3Z ou n > 3. Montrer que f est trivial,i.e,
pour tout o € S3,ona f(c) =0.

i). Montrer que S3 ~ Ds.

ii). Expliciter tout les éléments de D3 en forme de matrices, en utilisant le fait qu’il est
isomorphe a un sous groupe de O, (R).

i). Soit (G, *) un groupe d’ordre un nombre premier p. Montrer que G ~ Z/pZ, i.e, a
isomorphisme pres, il n’existe qu'un seul groupe d’ordre p ot p un nombre premier.

ii). Pourtoutn € {1,2,3,4,5,6,7}, trouver les classes d'isomorphismes des groupes d’ordre
n.

5 Introduction a la théorie des Anneaux

5.1

Introduction et Définitions

Dans le chapitre précédent, on a considéré des ensembles avec une structure définissant des
groupes. Mais, on remarque que dans la plus part de ces ensembles, il y a deux structures différentes.
Comme l'on a dans Z,Q, R, C, M, (R) et R [x], I'ensemble des polyndémes a une variable. Ils ont
en commun les faits suivants :

— L’addition (+) définit une structure de groupe abélien;

— La multiplication ( x ) définit un monoide;

— Distributivité : Pour touta,betc,ona: (a+b) xc=axc+bxcetcx (a+b) =cxa+cxb.
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La formalisation de cette nouvelle structure est le but de ce chapitre. Par abus de notation, s’il
n’y a pas de confusion, la loi binaire qui définit une structure de groupe abélien sur un ensemble
quelconque sera notée par +. Tandis que, si la loi binaire définisse un monoide, elle sera notée par
x. L’élément neutre par rapport a ’addition sera noté par 0 et I'identité par rapport a la multipli-
cation sera noté par 1.

Définition 5.1.1. Soit (A, +, x) une structure algébrique telle que (A, +) est un groupe abélien et
(A, x) est un monoide. On dit que (A, +, X ) est un anneau si on a la distributivité de deux loi bi-
naires. Si (A, x) est un monoide commutatif, on dit que (A, +, X ) estun anneau commutatif. Un
élément de A est dit inversible s’il est inversible par rapport a la loi multiplication. L'ensemble
des éléments inversibles d'un anneau A est noté par A*. Si de plus, ona A* = A\ {0}, on dit
que (A,+, X) estun corps.
Exemples 5.1.2. 1. Les ensembles Z,Q,R,C, M, (RR) et R [x] sont des anneaux;

2. Z,Q,C et R [x] sont des anneaux commutatifs;
Z et M,(R) ne sont pas des corps;
Q, R et C sont des corps;
M,,(R) n’est pas un anneau commutatif;

Zli|:={a+ibeC: abe Z}oui=+/—1estun anneau commutatif. On a

(Z[i])" ={-1,1,i,—i}.

ARSI

Proposition 5.1.3. Soient A; et Ay deux anneaux. Alors, le produit scalaire A = Ay X Aj définit une
structure d’anneau avec les opérations induites naturellement de celles de Aq et As.

Démonstration. A faire en classe. O

5.2 Idéaux et Anneaux quotients

Considérons 1’anneau des entiers (Z, 4, x). On sait que les sous groupes de (Z,+) sont de la
forme nZ ot n est un entier naturel. Comme (Z, +) est un groupe abélien, 'ensemble quotient
(Z/nZ,+) est un groupe abélien. De plus, la multiplication dans Z induit une structure monoide
sur Z/nZ d’identité 1. De plus, pour tout 4, b et ¢ dans Z/nZ, on a :

¢(a+b) =ca+ch=(a+b)c.
Ainsi, (Z/nZ,+, x) est un anneau et 'on a :
(Z/nZ)” ={a: pgced(a,n) =1}.

L’anneau Z /nZ est un corps si et seulement si 7 est un nombre premier.
La généralisation de cet exemple est ’objet de cette section.
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5.3 Idéaux premiers et maximaux
5.4 Homomorphismes d’anneaux

5.5 Exemples d’anneaux

6 Introduction a la théorie des Corps
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