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Exercice 1. Soient A, B et C trois parties d’un ensemble F. Démontrer que
1) SiAUBUC = (A\B)U (B\C)U (C\A), alors AN BNC = 0.

2)Si AC B,alors ANB=Aet AUB = B.

3)SiANB=0et ANC =0, alors AN (BUC) = 0.

Exercice 2. Soient A, B et C' trois parties d’'un ensemble E. Démontrer que
1) A\B = B\ A.

2) A\(BNC) = (A\B)U (A\C) et A\(BUC) = (A\B) N (A\C)
3)(AUB)N(BUC)N(CUA)=(ANB)U(BNC)U(CNA).

Exercice 3. Les ensembles suivants sont dans chaque cas un intervalle de R. Déterminer ces inter-
valles.
A={zeR|IneN, <<}, B={zeR|VneN, L<s<1}

Exercice 4. Soient m et n deux entiers naturels tels que m # 0 et n > 2. Démontrer que
1) Si m™ — 1 est premier, alors m = 2 et n est premier.

2) Si m"™ + 1 est premier avec m > 2 , alors n est pair.

3) Si m™ + 1 est premier avec m > 2 , alors m est pair et n est une puissance de 2.

Exercice 5. Soient x,v, z et t des réels vérifiant 22 + y? + 22 + 2 = 2y + yz + 2t + tox. Montrer que
r=y=z=t.

Exercice 6.
1) Démontrer que v/2 est un nombre irrationnel.
2) Montrer qu’il existe un couple (a,b) € (R;\Q)? tel que a® € Q.

Exercice 7.

1) Soient py, pa, . . ., p, ¥ nombres premiers. Démontrer par contraposition que pour tout i € {1,2,...,r},
p; ne divise pas 'entier N = pips...p, + 1.

2) En utilisant la question 1), démontrer par I’absurde qu’il existe une infinité de nombres premiers.

Exercice 8. Soient n € N*, a,b e Ret k € {1,...,n}.

1) Démontrer que (}) + (,",) = (”:1)

2) Démontrer la formule suivante (bindme de Newton) : (a + b)" = 7, (7)a*b"~*.

3) En déduire que {/n <1+ \/g

4) Démontrer que si les réels ¢, > —1 ont le méme signe, alors [[;_,(1 4+ ¢;) > 1+ > ,_, ¢ En
déduire qu’on a l'inégalité de Bernoulli : (14 a)™ > 1 + na, pour 1+ a > 0.

Exercice 9.
1) Montrer que pour tous z et y réels, on a | zy |< 1(z? + y?).
2) Soit n € N*. En utilisant 1), démontrer par récurrence sur n que pour tous réels aq, . .., a, et tous

réels by, ...,b,, on a
n 1 n n
S L < 2k + S0
k=1 k=1 k=1

3) En déduire 'inégalité suivante : pour tous n € N*, (ay,...,a,) € R" et (by,...,b,) € R";

n

n n
k=1 k=1

k=1



n n
4) Déduire de 3) que quels que soient 'entier n > 1 et lesréels aq, ..., a,, on a Z | ar < Vn Z az.
k=1 k=1

5) Déduire de 4) que pour tous réels x, y, z strictement positifs,

T + + z Z+x
¢ y W vte L ETT
rT+y+=z rT+y+z r+y+=z
Exercice 10.

On note respectivement A,,, G,, et H,, les moyennes arithmétique, géométrique et harmonique des n

nombres réels strictement positifs aq, as, . .., a,, soit
a;+ as+ -+ an, 1 n
A, = , Gno= (a1 X ag X -+ X ay)n, Hy = 7 i T
n P H

1) Démontrer que si G,, < A, alors H, < G,,.
2) Démontrer que si a; X ag X -+ X a, = 1, alors (1 +a1)(1 4+ ag)(1 +a3)... (1 +a,) = 2"

Exercice 11. Soit A une partie non vide de Z.
Démontrer que si A est majorée, alors elle admet un plus grand élément.

Exercice 12. Soient A et B deux parties non vides et bornées de R.
1) Montrer que si A C B, alors sup(A4) < sup(B).
2) Montrer que AU B est majorée et sup(A U B) = max{sup(A), sup(B)}.
3) Montrer que AU B est minorée et inf(A U B) = min{inf(A), inf(B)}.
4) Onpose A+ B={a+0b|ae Abe B}. Montrer que

a) A+ B est majorée et on a sup(A + B) = sup(A) + sup(B),

b) A+ B est minorée et on a inf(A + B) = inf(A) + inf(B).

Exercice 13. Soit F = {r? | r € Q}, on pose —E = {—r% | r € Q}. Montrer que EU(—FE) est dense
dans R.

Exercice 14. Montrer que R\Q est dense dans R.

Exercice 15. Etudier le minimum, le maximum, la borne inférieure et la borne supérieure des
ensembles suivants :
A={1+22[2eR)}, B={zeQ|a? <3}, C = [-22NR\Q), D = {2 + % | m,n € N*},

+1
E={"-|m,neN}.

n+m

Exercice 16. Soient a et b des réels strictement positifs avec a < b et m,n € N* .

On pose ty, = %—i—% et A= {am, | m,n € N*}.

1) Montrer que A admet un plus grand élément et qu’il est minoré.

2) Démontrer, en utilisant la propriété "R est archimédien” que A admet 0 pour borne inférieure.
3) Démontrer que Yk € N*| les réels k—la et ﬁ sont des points d’accumulations de A.

Pour les exercices 17, 18, 19, E(x) désigne la partie entiére de .

Exercice 17. Soient (z,y) € R? et n € N*. Considérons l'ensemble A = {k € Z | k < z}.
1) Démontrer que sup(A) existe et vérifier que sup(A4) = E(z).

2) En utilisant 1), montrer que si z < y, alors E(z) < E(y).

3) Démontrer que E(z) + E(y) < E(zx +y) < E(x) + E(y) + 1.

4) Démontrer, en utilisant 3) que nE(x) < E(nz) < nE(z) +n — 1.

5) Prouver I'égalité E(Z"2)) = E(x).

n

Exercice 18. 1) Démontrer le Lemme suivant : "Pour a € Ret b€ Z, on a E(a+b) = E(a) +b".
2) Etant donné un entier naturel n, démontrer que E ((2 + \/§)"> est impair.

Exercice 19. Résoudre dans R, F(2z + 1) = E(4 + z).



