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1 Généralité

Soit A, B, C trois ensembles et f: A — B, g: A — C deux applications.
Pb: Peut-on trouver une application h : C — B telle que f = ho g7

On considere la condition

(Ch) Vr,y € A (g(z) = g(y) = f(z) = f(y)).

On a la proposition suivante
Proposition 1.1 h eziste si et seulement si f et g vérifient la condition (Cy).

Démonstration (1) Supposons que h existe. Soit x,y € A tels que g(x) = g(y). On a
h(g(x)) = h(g(y)) ou encore f(z) = f(y). Dot (Ch).

(2) Supposons maintenant que (Cy) soit vérifiée. Soit ¢ € C'. On va définir h(t).
1°cas: t € g(A). Dans ce cas, il existe un élément z € A tel que t = g(z). Soit y € A
un autre antécédent de t par g, c-a-d, t = g(y). D’apres I'hypothese, on a f(z) = f(y).
Ce qui prouve que f(z) ne dépend pas de I'antécédent choisi. Posons alors h(t) = f(x).
2°cas: t ¢ g(A). Dans ce cas, choisissons un élément b € B et posons h(t) = b.

h ainsi défini est bien une application de C vers B. En outre, pour tout z € A,
hog(x)= f(z). Donc hog= f.

NB: Par construction, h est unique si g est surjective.

Proposition 1.2 Supposons que f et g vérifient la condition

(Ca) Va,y € A, (9(z) = g(y) < f(2) = [(v)).

Soit i linjection canonique de f(A) vers B, c-a-d, pour tout u € f(A), i(u) = u. Alors,
il existe une bijection h de g(A) vers f(A) et une seule telle que f =iohog.

Démonstration Considérons les applications f; : A — f(A),x — fi(x) = f(z) et
g1: A—g(A),z = gi(z) = g(x).

Soit ,y € A tels que gi(x) = gi1(y). On a g(x) = g(y). D’aprés 'hyp., f(x) = f(y).
Ainsi, d’apres la Prop 1.1, il existe une application h : g(A) — f(A) telle que f; =
hogy. Comme f =io fi, alors Vo € A, f(z) =iohog(z) =iohog(r), ouencore
f=iohog.

Ensuite, h est unique. En effet, pour tout t € g(A), h(t) = hog(z) = ho gi(z) =
fiw) = £(z) ot £ = g(a).

Montrons que h est bijective.

— Soit u € f(A). Il existe z € A tel que u = f(x). Posons t = g(z). On a h(t) =
f(x) = u. Donc h est surjective.

— D’autre part, soit ¢, € g(A) tels que h(t) =

et t' = g(z’). D’apres ce qui précede, f(z) =
D’apres (Cy), g(x) = g(z') ou encore t = t'. h

h(t'). Soit z, 2" € A tels que t = g(x)
h(t) et f(2') = h(t'). Donc f(x) = f(2').
est

donc injective.
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2 Quotient d’un groupe par un sous-groupe

On considere un groupe (additif) G non nécessairement abélien et H un sous-groupe
de G. On définit une relation = sur G par

Ve,ye Gix =y <— —xr+ye€ H.
Remarque: Si la loi utilisée est multiplicative, = est définie par
Ve,y e Gx=y < z 'ye H.

Proposition 2.1 = est une relation d’équivalence ayant les propriétés suivantes:
(1) t=x+H:={x+h/ he H};
(2)Ve,y e G, (z+y)+ H=a+(y+ H);
(3)Vh€e Hoh+ H =H.

On note G/H l’ensemble des classes d’équivalence de =.

Démonstration Montrons d’abord que = est une relation d’équivalence.

— Pour tout r € G,ona —x+2x=0¢€ H. Donc z = .

— D’autre part, soit x,y € G telsque x =y. Ona —z+y € H.

Par suite —(—z +y) = —-y+z € H, c-a-d, y = x.

— Enfin, soit z,y,2 € Gtelsquex = yety = 2. Alors —x+2 = (—z+y)+(—~y+z) € H
ou encore r = Z.

On en conclut que = est une relation d’équivalence.

Soit maintenant x,y € G. Alors
YET < rx=y < —r+y€eH <— JheH —r+y=h < yex+ H.

Douz=x+ H.
De plus, pour tout z,

ze(x+y)+H +— —(r4+y)+z2€eH << (—y—z)+zecH
<— —y+(-2+2€H < —r+zey+H
<— zex+(y+H).

Enfin, soit h € H. Pour tout w,
weH < —-h+weH < weh+H.
Ce qui prouve que h + H = H.
Définition 2.2 Une relation d’équivalence R est compatible avec la loi de G si
Va,y, o',y € G, (zRy et 'Ry = (x + 2 YRy +1)).

Définition 2.3 On dit que H est distingué (dans G) et on écrit H < G si Vo €
G,ox+H —xCH.
En particulier, tout sous-groupe d’un groupe abélien est distingué.
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Lemme 2.4 Soit A, B deux parties (non nécessairement des sous-groupes) de G et
x € G. Alors

ACB < z+ACzxz+B < A+xCB+u=x.

Démonstration L’implication A C B = x + A C x + B est évidente. Supposons que
r+AC x4+ Betsoit a € A. Alors il existe b € B tel que x + a =z + b. En ajoutant
a gauche par —z, on a a = b. Donc A C B. Ce qui nous donne la 1-ére équivalence.
On fait de méme pour AC B <= A+x C B+ .

Proposition 2.5 On a les équivalences:
HaG <= VreGr+H=H+x < VreG,o+H—x=H.
Démonstration En appliquant le lemme, on a

H<xG <— VeeGr+H—-xCHet —o+H+xCH
<— VeeGur+HCH+zxetH+axCx+H
<— VreG H+zxz=x+H
<— VeeG H=x+H—u=.

Proposition 2.6 = est compatible avec la loi de G ssi H est distingué.

Démonstration Supposons que = soit compatible avec la loi de G. Soit z € G et
ycex+H—x Onay+x € x+ H ouencore y +x = x. Comme —x = —zx, alors
y+rx—x=x—x Doncy=0,cad, ye H.

Réciproquement, supposons que H soit distingué. Soit z, 2,1,y € G tels que z = y
et =y. Onay+y € (r+H)+ @ +H)=(x+ (' +H)+H=(x+2)+H.
Doncy +vy' =z +2'.

Proposition 2.7 Si H est distingué, la loi définie parVz,y € G, 24y = x + y est bien
définie sur G/H appelée loi quotient. Muni de cette loi quotient, G/H a une structure
de groupe appelé groupe quotient.

Démonstration Soit z,y,2',y € G tels que T = 2/ et § = y'. Pour que la loi soit
définie, il faut que 2’ +3y" = x+y. Or, d’apres la proposition précédente, = est
compatible avec la loi de G. Donc ' +¢y' = x4y, c-a-d, 2’ + ¢y = x + y.

On peut vérifier facilement que G/H muni de cette loi est un groupe.

Définition 2.8 Soit G et G’ deux groupes et f une application de G vers G'. On dit
que f est un morphisme de groupes si Vz,y € G, f(z +vy) = f(x) + f(y). Si, de plus,
elle est bijective, on dit que c¢’est un isomorphisme de groupes. Si un tel isomorphisme
existe, on dit que G et G’ sont isomorphes.

Proposition 2.9 Si H est un sous-groupe distingué de G, alors Uapplication 7 : G —>
G/H,x — & = x + H est un morphisme de groupes appelé surjection canonique.

Proposition 2.10 Soit f un morphisme du groupe G wvers un groupe G'. Alors il
existe un isomorphisme de groupes f : G/Ker f — Im f.
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Démonstration D’abord, comme Ker f est un sous-groupe distingué de G, alors G /Ker f
est un groupe. Considérons alors la surjection canonique 7 de G sur G/Ker f. Soit
x,y € G. On a:

m(z)=7n(y) < —rt+ycKerf < f(-z+y)=0 < f(z) = f(y)
D’aprés la Prop 1.2, il existe une bijection f de 7(G) = G/Ker f sur Im f, définie par
vz € G/Ker f, f(7) = f(x).

De plus, Vz,y € G/Ker f,
f@+9)=f@+y) =fla+y) = f)+ ) = @)+ [7@).

Donc f est un isomorphisme de groupes car Im f est un sous-groupe de G'.

3 Quotient d’un anneau par un idéal

Soit (A, +, -) un anneau et I un sous-groupe de (A, +). Puisque (A, +) est abélien, I est
distingué dans A et on peut donc considérer le groupe quotient A/I ={a =a+1I; a €
A} muni de la loi quotient @+ b = a + b.

Définition 3.1 On dit que I est un idéal a gauche (resp. a droite) de A si Va €
A,al C I (resp. la C I). C’est un idéal bilatere s’il est a la fois un idéal & gauche et
a droite.

Proposition 3.2 Si I est un idéal bilatére, la loi définie parNVr,y € I,y =T -1y est
bien définie sur A/l appelée loi produit quotient. De plus, (A/I,+,-) est un anneau
appelé anneau quotient.

Définition 3.3 Soit A et A’ deux anneaux et f une application de A vers A’. On dit
que f est un morphisme d’anneaux si

Vo,ye A, f(x+y) = f(x) + fly) et flzy) = f(2)f(y).

Proposition 3.4 Si[ est un idéal bilatére de A, alors Uapplicationw : A — A/l x —
T =ux+ I est un morphisme d’anneaux appelé surjection canonique.

Si f est un morphisme d’anneaux de A vers A’, on peut vérifier facilement que Ker f
est un idéal bilatere de A.
En faisant une démonstration analogue a celle de la Prop 2.10, on a

Proposition 3.5 Soit f : A — A" un morphisme d’anneaux. Alors il existe un
isomorphisme d’anneaux f : A/Ker f — Im f. En d’autres termes, A/Ker f et Im f
sont isomorphes.
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4 Quotient d’un espace vectoriel par un sous-espace
vectoriel

Considérons un espace vectoriel (E,+, x) sur un corps IK et F un sous-groupe de

(E,+). F étant un sous-groupe distingué du groupe abélien (E, +), on peut considérer
le groupe quotient E/F = {Z =z + F; = € E} muni de la loi quotient Z + § = =z + y.

Proposition 4.1 Si F' est un sous-espace vectoriel de E, la loi définie par YA €
K,V € E,A X T = X\ xx est bien une loi externe sur E/F. De plus, (E/F,+, X)
est un espace vectoriel sur IK appelé espace vectoriel quotient.

Définition 4.2 On suppose E de dimension n et F' un sev de E. On appelle codimen-
sion de F' l’entier codim F' = n — dim F'.

Proposition 4.3 Si E est de dimension finie, dim(E/F) = codim F'.

Démonstration Soit (a1, ...,a,) une base de F. Complétons-la pour avoir une base
de E, soit (aq,...,a,) la base de E ainsi obtenue. Montrons que (a1, ..., ay) est une
base de E/F.

Soit z € F/F. x s’écrit d’'une maniere unique sous la forme x = xia; + r2as +
-+ Tpa,. Par suite, T = x1a; + 2202 + -+ + TpGy = Tpp1Gprq + -0+ TGy cAT
a; = 0 pour 1 < i < p. Ce qui prouve que (Gpi1,-..,a,) est un générateur de E/F.
D’autre part, soit £p41Gpt1 + -+ 4+ Tp0p, = 0. On a xp41ap41 + -+ - + 240, € F. Donc
Tpi1Qpy1 + -+ + xpa, = 0. Ce qui entraine que x4 = -+ =z, = 0.

Il en résulte que (@p+1, - .., ay,) est une base de E/F. D’otu le résultat.

Comme précédemment, on a

Proposition 4.4 Soit E et F' deur Kev et [ une application linéaire de E vers F'.
L’application [ : E/Ker f — Im f,z — f(x) est un isomorphisme d’ev.

5 Morphisme d’algebres

Définition 5.1 Une K-algébre est un quadruplet (A, +, -, X) tel que
- (A, +,-) est un anneau,
— (A, +, %) est un Kev.

Soit A et A" deux algebres et f un morphisme d’algebres de A vers A’, c-a-d,
Va,y,z € AVAEK, f(ay + A2) = f(2)f(y) + Af(2).
Comme dans les sections précédentes, on a la proposition suivante

Proposition 5.2 L’application f : A/Ker f — Im f, & — f(z) est un isomorphisme
d’algebres vérifiant la relation f =10 fom ou m est la surjection canonique de A sur
A/Ker f et i linjection canonique de Im f dans A’.
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6 Quotient par un polynéme

Soit IK un corps commutatif et IK[X] I"anneau des polynomes de var X. Soit P € K[X],
de degré d (d > 0). L’ensemble (P) = PIK[X] est un idéal de IK[X]. Donc K[X]/(P)
noté tout simplement IK[X]/P est un anneau quotient. En notant A la classe d’'un
polynome A, on a

A=B < P|(A-B).

Proposition 6.1 K[X]/P est une KK-algébre de dimension d de base canonique
(1,X,..., X%, On a en particulier K[X]/P ~ K.

Démonstration Soit A € K[X]/P et R = ag + a1 X + --+ + ag_1 X4 le reste de
la division euclidienne de A par P. Ona A = R = aol + a1 X + -+ + ag_1 X9 L.
Ce qui prouve que 1, X,..., X491 engendre IK[X]/P. D’autre part, soit agl + a; X +
coodag1 X4 = 0. Alors P divise ag + a1 X + -+ + ag_1 X', Comme deg P = d,
alors ag + a1 X + -+ + ag_1 X' = 0. Par conséquent, a; = 0 pour tout 7. Ainsi
(T, X,..., X4 1) est une base de IK[X]/P.




