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1 Rappels et notations

Dans toute la suite, IK désigne un corps commutatif.

Définition 1.1 Une matrice d’ordre m x n a coefficients dans IK est un tableau M con-
tenant m lignes et n colonnes formé par les éléments de IK.

Si on note a; ; le coefficient qui se trouve a la i-eme et a la j-éme colonne de M, on écrit
M = (ai’j)lgigm

1<j<n

On désigne par M., ,,(IK) Pensemble des matrices m x n a coefficients dans IK. Muni de
'addition des matrices et de la multiplication externe, M, ,(IK) est un espace vectoriel
sur IK.

Définition 1.2 (Produit de deux matrices) Soit A = (a;;) € M, ,(K) et B =
(b;j) € M, 4(K). Le produit AB n’est défini que si p = n et dans ce cas, AB est la
matrice (¢; ;) € M, 4(IK) définie par: Pour tout 1 <4 < m et pour tout 1 < j < ¢,

b17‘7

b27‘7
Cij = Qirb1j+ aiobo ;i + -+ ainby; = (i1 a2 ain) :
b ;
Si m = n, on note M,,(IK) au lieu de M,, ,(IK).

Définition 1.3 Soit A = (a;;)1<ij<n € M,(IK). On dit que A est:

- diagonale si a; j = 0 si i # j;

- triangulaire supérieure (resp. inférieure) si tous les coefficients au-dessous (resp. au-
dessus) de la diagonale sont nuls, c-a-d, a;; = 0si i > j (resp. i < j);

— triangulaire si elle est triangulaire supérieure ou inférieure.

Propriété 1.4 Le déterminant d’une matrice diagonale ou triangulaire est égal au produit
de ses éléments diagonaux.

Définition 1.5 Soit E un Kev de dimension n, B = (b, bs,...,b,) une base de E et u
un endomorphisme de E. Si u(b;) = Y aj;by (1 < j < n), la matrice A = (a;;)1<ij<n

k=1
est appelée la matrice de u dans B : A = Mat(u, B).
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Soit A = (aij)i1<ij<n € Mn(K) et (e, e9,...,€,) la base canonique de M,, ;(IK), c-a-d,
aq
a

ep = H10---0), e =%010---0),..., e, = “(0---010) ou “(ajas --- a,) = ?
Qnp,

Si on note A; le produit Ae;, alors A; est le j-ieme vecteur colonne de A et on note

2 Matrices semblables

Définition 2.1 Soit A,B € M, (K). On dit qu’elles sont semblables s’il existe une
matrice inversible P € M,,(IK) telle que B = P~'AP.

Proposition 2.2 A et B sont semblables ssi il existe une base B de IK™ et un endo u de
K" tels que A = Mat(u, By) et B = Mat(u, B), By étant la base canonique de IK".

Proposition 2.3 Si A et B sont semblables, alors AP et BP (p € IN) sont également
semblables.

Proposition 2.4 Soit B = (by,bs,...,b,) une base de M, 1(IK) et A € M,(K). Si

Ab; =" By b (1 < j <n), alors B = (f;;) est semblable a A.
k=1

Preuve  Soit By = (e1, s, ..., €,) la base cano de M,,1(IK). Posons b; = > py jex.
k=1
P = (p;;) est la matrice de passage de By vers B.

Avec la notation précédente P =[bby---b ] On a alors APe] = Ab; pour tout j.
D’autre parta PBej - Z sz kﬁk] €; = Z /Bk] sz k€ = Z /Bk,jbk'

i=1 k=1 =
Il en résulte que APe; = PBe; pour tout ] Par su1te AP = PB ou encore B = P~1AP.

3 Polynomes de matrice

Définition 3.1 Soit A € M, (KK) et P(t) = >F_; a;t* € K[t]. On appelle polynome de A
associé¢ au polynome P(t) la matrice P(A) = 3¢ | a;A" on A° = 1.

Proposition 3.2 Soit P(t),Q(t) deuzx polynomes, A une matrice carrée d’ordre n et A
un scalaire. On a:
(1) (P+Q)(A) =P(A) +Q(A);
(2) (PQ)(A) = P(A)Q(A);
(3) (AP)(A) = AP(A).



En d’autres termes, application ¢4 : K[t] — K[A], P(t) — P(A) est un morphisme
d’algebres. De plus, si A # 0, Ker ¢4 est un idéal de IK[t] engendré par un polynéme non
constant unitaire wa(t):

wa(A) =0 et Kerpa = {P(t) = wa()Q(t)/ Q(t) € KI1]}.

Définition 3.3 Le polyndme unitaire wy(t) (c-a-d, le coefficient du plus haut degré est
égal a 1) est appelé polynome minimal de A.

Définition 3.4 Tout polynéme P(t) non nul tel que P(A) = 0 est appelé polynome

annulateur de A.
Tout polynéme annulateur de A est donc divisible par wa(t).

Par exemple, t> — 1 est un polynoéme annulateur de A = <(1) (1)> car A2 — ] =0, et c’est

le polyndéme minimal.

4 Théoreme de décomposition des noyaux

Théoréme 4.1 Soit P et () deux polynomes de IK[t] premiers entre eux et A € M,,(IK).

Alors

Ker PQ(A) = Ker P(A) & Ker Q(A).
Plus généralement, si P, P, ..., P, sont des polynomes deuzr a deux premiers entre euz,
alors

Ker P1P2Pm<A>:KeI'P1(A)@K€I‘ PQ(A)@@KGI‘P"L(A)

Preuve (i) Montrons d’abord que Ker P(A) + Ker Q(A) est une somme directe, c-a-d,
Ker P(A) N Ker Q(A) = 0.

P et @ étant premiers entre eux, il existe deux polynomes R et S tels que R(t)P(t) +
St)Q(t) = 1.

Ainsi R(A)P(A)+ S(A)Q(A) = I. (%)
Soit donc X € Ker P(A)NKer Q(A). De (%), ona R(A)P(A)X +S(A)Q(A)X =X =0.
On en déduit que Ker P(A) NKer Q(A) = 0.
(1) Soit maintenant X = X; + Xy € Ker P(A) @ Ker Q(A). Alors

PQ(A)X = P(A)Q(A)X = P(A)Q(A) X, = Q(A)P(A) X, = 0. Il s’ensuit que Ker P(A)®
Ker Q(A) C Ker PQ(A).

Enfin, soit X € Ker PQ(A). Posons S(A)Q(A)X = X; et R(A)P(A)X = Xs.

On a P(A)X; =0 et Q(A)Xy = 0. De plus, (x) implique que X = X; + X5. Par suite
PQ(A) C Ker P(A) & Ker Q(A).

Le cas général en résulte en remarquant que P, est premier avec le produit PP, - - - P,,,_1.



5 Polynéme caractéristique

Définition 5.1 Soit A € M,,(IK). On appelle polynome caractéristique de A et on note
xa(t) le déterminant de la matrice A — ¢, ou I, est la matrice unité d’ordre n:
XA(t) = ‘A — t]n|

Proposition 5.2 On a:

(i) Si A € M,(K), xa(t) est un polynome de degré n. De plus, si xa(t) = S, a;t’,
alors a, = (—1)", a g = (=1)"1tr(A) et ap = | 4]

ot tr(A) est la somme des éléments diagonauzx de A appelée trace de A.

(i1) Si A et B sont semblables, xa(t) = x5(t).

6 Valeurs propres et vecteurs propres d’une matrice

6.1 Définitions

Définition 6.1 Soit A € IK. On dit que A est une valeur propre de A € M, (IK) sl
existe un vecteur non nul X € M, ;(K) tel que AX = AX. Un tel vecteur X est appelé
vecteur propre de A associé a .

Si A est une valeur propre de A, on note Ker(A — AI) I'ensemble de tous les vecteurs X
tels que AX = \X.

6.2 Propriétés

Théoréme 6.2 Soit A\ une valeur propre de A. Alors Ker(A—\I) est un sev de M., 1(IK)
appelé sous espace propre de M,,1(IK) associé a A. En outre, VX € Ker(A — \I), AX €
Ker(A — \I).

Preuve Soit X,Y € Ker(A — M) et a € IK. On a A(aX) = aAX = aAX = AaX) et
AX4Y)=AX + AY = AX + XY = A(X +Y). Ce qui prouve que Ker(A — AI) est un
sev de M,,1(IK). De plus, A[AX] = A(AX) = NAX.

Théoréme 6.3 Soit A € M, (K). Alors A est une valeur propre de A ssi A — X\ n'est
pas inversible.

Preuve On a:
A est une valeur propre de A ssi il existe un vecteur non nul X de M, ;(IK) tel que
AX = )X, c-a-d, ssi le déterminant de A — \I est nul ou encore A — A est non inversible.

Théoreme 6.4 Soit A1, Ao, ...\ k valeurs propres distinctes de A, X1, Xo,..., Xy k
vecteurs propres associés respectivement a Ay, o, ... \,. Alors ces k vecteurs sont linéairement
indépendants. De plus, si E = Ker(A — A1)+ ---+ Ker(A — A1), alors
E=Ker(A—MNI)&---dKer(A— \).



Preuve On raisonne par récurrence sur k.

Soit X et X5 deux vecteurs propres associés respectivement a \; et Ay, aq,as € K tels
que a1 Xy +asXo =0 (%).

On a A(a1 X7 + a2 X3) = 0 ou encore a1 A\ Xq + agAoXo =0 (k).

(%) et (s*) impliquent que a; = as = 0. Il s’ensuit que X; et X5 sont linéairement
indépendants et Ker(A — A\ I) + Ker(A — A1) = Ker(A — A\ 1) @ Ker(A — \o1).
Supposons maintenant que si X1, Xo, ..., Xy sont des vecteurs propres associés respective-
ment & A, Ag, ... \g, alors ils sont linéairement indépendants et Ker(A — A1) 4+ Ker(A —
Aol) + -+ -+ Ker(A — A1) directe.

Soit donc Ay, g, ..., A\py1 k+ 1 valeurs propres de A et X7, X, ..., Xp 1 des vecteurs pro-
pres associés. Déterminons ay, as, ..., aryq tels que a1 X7 + asXo + -+ - + a1 X1 = 0 (7).
Ona A(a1 X1 +as Xo+ - +ap1Xpy1) = 00u \yar Xq + AoaoXo + -+ + Neg1apy1 Xp1 = 0 (44).
De (Z) et (ZZ) on a (/\1 — /\kH)ale + ()\2 — )\k+1)a2X2 + -+ ()\k — )\k+1)aka = 0.
L’hypothese de récurrence implique que les a; sont tous nuls.

Soit maintenant Y; € Ker(A —\1) (1 <i<k+1)telsque Y +Yo+ -+ Y, =0. On
aAY1+ Yo+ -+ Yer1) =0, s0it Y]+ AYo 4+ 4+ A1 Vi1 = 0.

Il en résulte que (A} — A1) Y1 + (Ao — M) Yo+ -+ (A — A1) Ye = 0.
DouYi=Y,=--- =Y =0.

Proposition 6.5 \ est une valeur propre de A ssi xa(A) = 0.

Proposition 6.6 Si A est d’ordre n, alors A a au plus n valeurs propres.

Définition 6.7 Soit A une valeur propre de A. On appelle ordre de multiplicité de X le
plus grand entier m tel que de (¢ — )™ divise xa(?).

Proposition 6.8 Soit A\ une valeur propre de A d’ordre de multiplicité m. Alors

1 < dimKer(A—\) <m.
Preuve Soit (by,...,b4,b411,- .., b,) une base de M,, 1 (IK) ot (b, bs, ..., by) est une base
de Ker(A — AI). Posons, pour 1 < j <n, Ab; = zn:ﬁi,jbi.

i=1
D’apres la Prop 2.4, la matrice B = (f3; j)1<i j<n €st semblable a A.
De plus, comme Ab; = Ab; pour tout j < d, alors 3;; = A\d; ; pour tout ¢ et pour tout
7 < d. B est donc de la forme A Ay .
0 A
Ainsi ya(t) = xp(t) = (A — )% Ay — t1,_4| et par suite d < m.

Définition 6.9 On dit que y 4 est scindé dans K si x4 a toutes ses racines dans IK.

7 Diagonalisation

Définition 7.1 On dit qu'une matrice carrée A est diagonalisable s’il existe une matrice
diagonale B semblable a A.



Théoréme 7.2 A est diagonalisable ssi x4 est scindé dans K et dim Ker(A — A\[) =m
pour toute racine A de x4 d’ordre de multiplicité m.

Preuve D’apres la Prop 2.4, A diagonalisable ssi il existe une base (by, . . ., b,) de M,, 1 (IK)

et n scalaires oy, . .., oy, tels que Ab; = a;b; pour tout j.
On peut choisir by, ...,b, de telle sorte que a3 < ap < --- < .
Soit (my,ma,. .., my) une suite strictement croissante d’entiers définie comme suit:

my est le plus grand entier > 1 tel que «;,,, = a1, my est le plus grand entier > m; tel que
Qmy = Qipy 41 et ainsi de suite. m;4q est le plus grand entier > m; tel que ., = Quy,q1
et = Q41 = Qi

Qmys - - - Oy, sONE les valeurs propres distinctes de A d’ordres de multiplicité respectifs
my, Mo — My, ..., M —my_1. Par conséquent, x4(t) = (v, — )™ "0 (qp, — )™27™ - -
(Q,, — t)™ ™1 De plus, Ker(A — ay, ) =Vect(bym, 415 - -+, bm,)-

D’ou le théoreme.

Proposition 7.3 Soit w4(t) le polynome minimal de A. Si \ est une valeur propre de
A, alors wa(A) = 0.

Preuve Soit X un vecteur propre de A associé a A. On a A°X = \'X pour tout entier
i. Posons alors wy(t) = S8, a;t’. Comme wy(A) =0, wa(A)X =0, soit XF ja;N'X = 0.
Par suite, wa(A) = 0.

Théoreme 7.4 A est diagonalisable ssi wa a toutes ses racines dans IK et chaque racine
de wy est simple.

8 'Trigonalisation

Soit A € M,,(K).

Définition 8.1 On dit A est triangularisable (ou trigonalisable) dans IK s’il existe une
matrice triangulaire B semblable a A.

Théoréme 8.2 Si x4 est scindé dans IK, alors A est trigonalisable. De plus, si B est une

matrice triangulaire semblable a A, les éléments diagonauxr de B sont les valeurs propres
de A.

Théoréme 8.3 (Théoréme de Cayley Hamilton) Si x4 est scindé dans K, alors

Preuve Soit aq,...,q, les valeurs propres de A. D’apres la Prop 2.4 et le théoreme
précédent, il existe une base (by, ..., b,) de M,, 1 (IK) et une matrice triangulaire B = (/3; ;)
semblable & A telle que 3;; = o et Ab; = Z Bi ;b pour tout j.

1<i<j
Posons A; = (A—anl)(A—agl)--- (A—ayl) (1 <i<n).
Montrons par récurrence que A;b; = 0 pour 1 < j <.
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On a A1b; = 0 car Aby = oyby. Supposons que A;_1b; =0 pour 1 <j <17 —1.
Pour 1 S j S 17— 1, Azbj = Ai_l(A - Ozif)bj = (A - aiI)Ai—lbj = (A - Ckll)O =0.

Et Aibi = A1 (A — oy D)b; = A1 (Ab; — aby) = Ai—1(§ Br.ibk) = 0.

Par conséquent, A, = 0 et xa(A) = (—1)"A, =0. =

Corollaire 8.4 Pour toute matrice A € M,,(IR), xa(A) = 0.

Corollaire 8.5 Si x4 est scindé dans R et xa(t) = (—=1)"(t — A)™ -+ (t — A\y)™4, alors

Mui(R)=Ker (A= MI)™ @ --- @ Ker (A — \I)™.

9 Recherche d’une base de E) = Ker(A — A\I)™
par la méthode de pivot de Gauss

ou A est une valeur propre de A € M,,(IR) d’ordre de multiplicité m.

9.1 Meéthode de pivot de Gauss

Commencons par un exemple. Résolvons le systeme d’équations suivant:
2$1+3l’2 —I3+4ZL’4 =7 (El)

(Sl) { 3$1-4[L‘2+21’3—3[E4 =—1 (EQ)
51‘1 —To +xT3 +x4 = 6 (Eg)

2 3 -1 4\ (™ 7
Sous forme matricielle, ona | 3 —4 2 -3 iz = -1
5 -1 1 1 5 6

Ty

Utilisons la méthode par élimination. Commencons par éliminer x3 par exemple. Gardons
I'équation (FE)), remplacons (FEs) par 2 X (E;) + (Es) et (E3) par (Ey) 4+ (E3). On a le
systeme équivalent suivant:

2r14+3xy —x3t+4rys = 7 (Ey)
(52){ 7$1+2$2+0$3+5$4 =13 (E5)

Tr1+229+0x3+5x4 =13 (Eg)

2.3 -1 4\ (™" 7
Sous forme matricielle, on a ( 72 05 ) 2= ( 13 )
72 05)|" 13
L4
Puis éliminons z,. Gardons 'équation (Es), remplacons (Ey) par —2 x (Ey) + 3 x (Es)
et (Fs) par (Eg) — (E5). On a le systeme équivalent suivant:
171’1+0$2+25E3+7ZL‘4 =25 (E7)
(S3) Tr1+2x9+0x3+5x4 =13 (Ej)
{ 0$1+01‘2+01’3+0$4 =0 (Eg)



T

7 2 05 - 13
Sous forme matricielle, ona | 17 0 2 7 x2 =1 25
0 000 . 0

4

On peut donc exprimer x5 et x3 en fonction de x; et 4. On a:
{ 21y = 13 — 7wy — by Ty =13/2 —7/2x1 — 5/2 24

20y =25 — 172y — Twg 0 OO { vy =25/2 — 17/221 — /2 24

7 2 05 2 3 -1 4
17 0 2 7 | est appelée une matrice échelonnée réduite de | 3 —4 2 -3
0 00O 5 -1 1 1

Définition 9.1 Une matrice échelonnée réduite est une matrice ayant un nombre ma-
ximal de vecteurs colonnes linéairement indépendants dont tous les coefficients sont nuls
sauf un, appelé pivot.

Remarque:

— Chaque colonne d’'une matrice échelonnée réduite contient au plus un pivot;

— Chaque ligne d’'une matrice échelonnée réduite contient au plus un pivot;

— Le rang d’une matrice échelonnée réduite est égal au nombre de pivots de cette matrice.

Définition 9.2 Echelonner une matrice A = (a;;) sous forme réduite, c’est la trans-
former en une matrice échelonnée réduite qui s’obtient par combinaison linéaire et /ou par
permutation des lignes de A (comme dans I’exemple précédent).

Recherche des pivots: On choisit d’abord un coefficient non nul de A, par exemple, a;, ;,.
Puis on transforme A en une matrice A; = (asj)) comme suit:
(1) L;; (A) est inchangée;
(1) Pour tout i # i1, L;(A) est remplacée par a;, j, L;(A) — a; j, L;, (A).
ou L;(A) est la i-eme ligne de A.

1 1
On aura: agl’)jl = a;,;, et ag,j)l
Ensuite on choisit un deuxieme coefficient non nul ag,)jz de A; (8’1l existe) qui ne se trouve
pas sur la ligne et la colonne contenant le premier coefficient choisi. On procede comme
précédemment et on obtient une matrice A, et ainsi de suite.

A la fin, on obtient une matrice échelonnée réduite.

= 0 pour tout i # ;.

NB: On peut permuter les lignes pour que le premier pivot le plus a gauche se trouve a
la premiere ligne, le deuxieme pivot le plus a gauche a la deuxieme ligne et ainsi de suite.
Si c’est nécessaire, on rend a 1 tous les pivots.

9.2 Application: Recherche de I’inverse d’une matrice inversible

. Soit A une matrice inversible. On résout le systeme AX =Y. Pour cela, on échelonne
sous la forme réduite la matrice dite augmentée A|l au lieu de A seulement, [ étant la



matrice unité de méme ordre que A. On obtient une matrice I|B. On a :

AX =Y < AX =1Y < [IX =BY < X = BY.

Donc B = A~%.
1 3 -1
Exemple: Cherchons la matrice inverse de A= | —1 —4 2
1 2 1
1 3 —-1{1 0 0 1 3 —=1{1 0 O
OnaAll=| -1 -4 2|01 0|=l0 -1 1|1 1 0
1 2 1]0 0 1 0O 1 -2/1 0 -1
10 2/4 3 O 1 0 08 5 =2 1 00/ 8 5 =2
=0 -1 1|1 1 O (01 0321) 010[{-3 -2 1
0O 0 —1/2 1 -1 0O 0 —-1|12 1 —1 00 1]-2 -1 1
8 5 -2
Donc A'=| -3 -2 1
-2 -1 1

9.3 Recherche d’une base de E) = Ker(A — \I)™
Notons N; = N;(A) = Ker(A — AI)? et n; = dim N;. Soit k le plus petit entier tel que

ng =m (k <m).

Comme Ny C Ny C -+ C Ny, alors ny < ny < --- < ng. De plus, en posant d; = n; et
di=n; —n;_gpour2<i1<k,onad >dy>--->d>1.

Pour 2 < i < k, soit F; le sous-espace supplémentaire de N;_; dans N; : N; = N;_1 @ F;.

Donc Ey = F1 @ F5 & - - - @ F).. Ainsi, pour avoir une base de E), on cherche une base de
chaque F;.

1-ére étape: Recherche d’une base de F}.

Pour cela, échelonner sous forme réduite (ou pivoter) la matrice augmentée (A — A\I,)|1,,.

. . , A | C . .
On obtient une matrice augmentée ( 01 Bl ) ou Bj est une matrice d’ordre d; X n.
1
Les d; vecteurs lignes de B; forment une base de N; = F}, que nous notons by, ..., by,:

Ona (A— A,)bj =0 pour 1 <j <mny.

2-eme étape: Recherche d’une base de Fs.

G
0

A
By

0
I,

) ou B, est une matrice d’ordre ds X n.

Pour cela, échelonner sous forme réduite la matrice augmentée (

Cy
By

Es
D,

Ay

0

On obtient une matrice augmentée (



Les dy vecteurs lignes de By forment une base de F5, que nous notons by, 11, ..., by,.
b

En notant D; 5 le i-eme vecteur ligne de Dy, on a (A — AL,)by,4i = Do : (1<
bn,

3-eme étape: Recherche d’une base de Fj.

Comme précédemment, échelonner sous forme réduite la matrice augmentée

Ay | Cy | By 0
By | 0|0 —1g
. . s A3 03 E3 N . 9

On obtient une matrice augmentée o lB. 1D ou Bj est une matrice d’ordre ds x n.

3| Vs
Les d3 vecteurs lignes de Bs forment une base de F3, que nous notons by,1, ..., byg.
En notant D, 3 le i-éme vecteur ligne de D3, on a

b
bn,
N . . . , A | C; | B .
A la j-eme étape, on obtient une matrice augmentée o !B | p. |ou Bj est une ma-
J J
trice d’ordre d; x n.
Si D; ; est le i-eme vecteur ligne de Dj, on a
by
(A= X)by;_ i = Dy : (1<i<dy).
bn;_,
A T’étape suivante, on pivote la matrice augmentée A1 G B0
B; | 0] 0 —Iq
Finalement, on obtient une base (by, b, ..., by,) de E) vérifiant
b1
(A= AL)by, i = Dij : (1<) <dy,1 <0< dy).
b

nj—1

10 Recherche d’une matrice triangulaire

Soit A € M,,(IR) une matrice scindée : xa(t) = (—=1)"(t — A\y)™ -~ (t — Ap)".

Par la méthode du pivot de Gauss (section précédente), on obtient une base (by,. .., by,)

de E,, une base (b, 11, - - -, bmy+m,) de E), et ainsi de suite. On obtient alors une nouvelle
base B = (b, ba,...,b,) de E = M, 1(R).

D’autre part, pour chaque valeur propre \;, nous obtenons également des matrices D, . .., Dy,

. . t
Pour i fixé, notons Uli = ( Alédl ); Uy, = < )\l_?ki )
i ilay,

10



tD*
, J
et pour 2 <7<k —1, U; = Ailg,
0
ol U; est une matrice a m; lignes et d; colonnes

Posons U’ = (Uj Uj ---U},) et A" = Diag(U',U?,...,UY).

Alors A’ est une matrice triangulaire semblable a A et A’ = P~YAP ou P = [byby - - by).

11 Applications

11.1 Calcul de exponentielle d’une matrice

1
n!

Définition 11.1 On appelle exponentielle d’une matrice carrée A la matrice e = Z A",

n

Soit A une matrice trigonalisable dans IR d’ordre n et (b1, bs, . .., b,) une base de M,, ;1 (IR)
obtenue en échelonnant A — AI|I par la méthode de pivot de Gauss pour chaque valeur A
de A.

Si A est une valeur propre associée a b;, on a

eAb; = AN, — e Ekj ;!(A — A)*b; = Ekj g b

En posant P = [b1by--- b,] et B = (ay;), alors la Prop 2.4 implique que
e’ = PBP™".

Exemple: Prenons la matrice de 'exemple précédent. On a:

eAb, = Ekj ;!Akbl =b;:

eAby = Ek: ;!A% =by — by = —by + by;

1
ethy = e? zkj H(A — 31)*by = €®bs.

1 =1 7/2|1 0 0 9/2|1 0092 20
PlI=] -1 1 110 1 = -1 1 110 =101¢6|0 11
0 510 0 0 510 1 0 5(0 01

-10 —-10 9 2
—-10 —-10 9
DouP'=-| =12 -3 9
2 2 0
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(110 —10 <10 9 2 —7 0
Ainsi. BP-'=—-|0 1 0 12 -3 9 |==| —12 =3 9 |et
N0 o0 ¢ 2 20/, 2\ 23 23 0
L1 1T 2 —7 0 TS+ 14 TP —4 —9
eA=21 -1 1 1 —12 =3 9 | =2 23—-14 T7S+4 9
N1 0 5 23 25 0) 2\ 10542 102—7 0

11.2 Résolution d’un systeme d’équations différentielles linéaires

On considere le systeme différentiel

Ce systeme s’écrit
AX(t) = X'(t)
olt A = (a;;) et X(t) = "(a1(t) z2(t) ... x,(2))

Proposition 11.2 Le systéme AX(t) = X'(t) a pour solution générale X (t) = 4 Xy ot
Xo est un vecteur arbitraire.

Si A est trigonalisable, le calcul de e se fait comme e4.
Exemple:
_ /
Résoudre Sy = 93/
—r—y =y
/
Sous forme matricielle, on a 34 ) = x/ )
-1 -1 Y Y
N . A . 3 4
Le systeme a pour solution X = e Xy ou A = 1 1 )

Par un calcul simple, x4(t) = (1 —¢)?. Par la méthode de pivot de Gauss, on obtient une
base (bl,bg) ou bl = —261 + é9 et bg — €1 avec (A - ])bl =0et (A - I)bg = —bl.
Par conséquent, e!4b; = e'b; et e'4by = e (by — thy).
1 —t 142t At
_ r_ ot tA _ pArp—1 _ t
EnposantP—[ble]etA—e<O 1>,onae = PA'P —e< 4 1—2t>'
Le systeme a donc pour solution x = e*[(1 + 2t)xg + 4tyo] et y = e'[—txo + (1 — 2t)yo]
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