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Notation: On note par Z, le groupe additif Z /p Z.

Exercice 1

On considere les deux applications f : Z — Zg, n — 5n + 6Z et

g: 14— Zig,n— 1ln+ 187Z

1) Montrer que f et g sont des morphismes de groupes.

2) Sachant que 11 et 18 sont premiers entre eux, montrer que g est surjectif.

3) Montrer qu'’il existe un unique morphisme h : Z;g — Zg telle que f = hog.
Montrer que h est surjectif.

Exercice 2

On considere les deux applications f : Z — Zis, n — 2n+ 12Z et g : Z — Zqs,
n — 3n + 18 Z.

Soit 4 l'injection canonique de f(Z) dans Zs.

Montrer qu'il existe un isomorphisme de groupes h : g(Z) — f(Z) vérifiant f =
ioho g.

Exercice 4

On note:

x S3 le groupe symétrique d’ordre 3, c-a-d, le groupe de toutes les bijections de
{1,2,3} sur lui-méme, appelé groupe des permutations de {1, 2, 3};

x Aut(G) le groupe de tous les automorphismes de GG, G étant un groupe.

1) On pose Zy x Zy = {xo, 21, 20,23} ot 79 = (0,0), 21 = (0,1), 2o = (1,0) et
T3 = (1, 1)

Soit o € S3 une permutation et f, 'application de Zs X Zy sur Zs x Z, définie par
Jo(x0) = mg et pour 1 <@ < 3, f,(2;) = To().

Montrer que f, est un automorphisme de groupe.

2) Montrer que 'application © : S5 — Aut(Zs X Zs), 0 — f, est un isomorphisme
de groupes.

3) On désigne par Zg le groupe des éléments inversibles de Zs.

a) Montrer que Z$ = {1,3,5,7}.

b) On pose y; = 2i + 1 pour i = 0,1,2,3. Montrer que ¢ : S3 — Aut(ZJ),0 —
(o) = go telle que go(yo) = yo et pour i = 1,2,3, go(¥:) = Yo(s) est un isomorphisme
de groupes.

5) Montrer qu’il existe un isomorphisme de Aut(Zy x Zy) sur Aut(Zg).

Exercice 5

Soit E et F' deux groupes tels que E soit engendré par un élément a.

1) Montrer que tout morphisme f de E vers F' est entierement déterminé par la
donnée de f(a).

2) On suppose que E est un groupe d’ordre n. Montrer que I'ordre de f(a) divise n.
3) Déterminer tous les morphismes de groupes de Z3 dans Z;, de Zz dans Zq,, de
Z12 dans Z3.



