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Conseil du Jour : "L’homme est destiné d vivre pour étudier éternellement et
apprendre pour mieur vivre librement.” :

EXERCICE I (Diﬁ'érent.iabilité}

Soit f la fonctic 58nie sur R? par -
flay) =] EEE si(2,9) £(0,0)
0 si(z.y) = (0,0)

- Montrer que f est continue sur R2.
- Calculer Vf (z.y).
- Montrer que Vf est continue sur B2,

Lo I

Montrer que f admet des dérivies particlles secondes cn tout point.
- Que pouvez-vous déduire du calcui de %%J% et %‘5‘1—92.
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EXERCICE U Soit f la fonction déﬁnie sur R? par :

(x=1)y? .
=) e 8 (z.9) #(1,0)
i { 0 s (5,3) = (1,0)

'. Montrer que f esu coutinue sur R? \ {(I,0)] et, en (:,0).
Calculer le gradient de f pour (z,y) € R?\ {(1,0)} et celui en (1,0).

3. Montrer que f est de classe C! sur R? \ {(1.0)}. Et J est-clie de classe C!
en (1.0)

4. Que peut-on conclure sur la différentiabilité de f sur R?\ {(1, 0)} eten (1,0)?
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EXERCICE II(Développement limité de Taylor) Calculer les polynomes de Ta.ty—
lor & 'ordre 1 (ie. I'équation du plan tangent) et A ’ordre 2 au voisinage du point

(%o, yn} des fonetions f : R? -— R suivant=s :
L. f(z.y) =1+z+y+ 2+ zy° au voisinage du point (—1,1).
2. f(z.y) =1+2z+y+2? - zy + 3* au voisinage du point (1,2).

EXERCICE IV (Théoréme des Fonctions Implicites)
On consid‘ere la courbe plane d’équation ye* + e¥sin (2z) = 0.
1. Vérifier que I'équation ci-dessus définit une et une seule fonction y = w (7).
au voisinage de (0, 0).
2. Calculer ¢’ (0) et écrize, Udquation de la droite~tangentc au graphe de la
fonction ¢ en le point (0.3200)). :




3. En déduire la limite de é quand (z.3)4ad wors (0, 0)en étant sur la courbe.

EXERCICE V

Montrer que I’équation 2% +4zy + 22 — 3y22 — 3 = 0 permet d’exprimer z en fonction
de (z,y) au voisinage de (1,1, 1). Calculer alors ""z(l 1) ot 22(1.1)

dy
EXERCICE VI (Théoréme d'Inversion Locale)
Montrer que les applications suivantes est un difféomorphisme de R? et de R® dans
son image respective que ’on déterminera :

f - \
L. fir ) = {ze¥ yo* 1+ 3.

2. f(z,9,2) = (e + 22, = —e%=,x —y).

EXERCICE VII (Extrema)

Déterminer et établir la natures des points critiques de chacune des fonctions sui-
vantes :

1. f(z,y) =22+ 4® — 22y — y dans R2.
2. f(r ) =19®+ 32% — 622 — 6y + 2 dans R2.
3. f(:c,y,z)=-"§-2+:r:yz—:+ydaask3.

EXERCICE VIII (Immersion, Submersion, Pl-ngement)

Lee fonerions snivantes sont-clles imrnersion ? sub.nersion ? plongement 7 Justificr
veire réponse -

L f(zy)=22+y° — 22y —y.

2. f(z.y) = (ze¥,ye" + 3.z - y).
3. f(z,y,z)=(:r2+y,m§*1_fm+4].
4. f(z.y) = (zy,9* + 3,3y,2° + 1).

EXERCICE VIII (Sous-variété)

L. L'ensemble S définie par {(z,y,z) € R® tel que z3+4zy+22—3y22—3 = 0}
est-il une sous-variété d’un ouvert de R® que I’on précisera ?

Soit un point p = (1,1, 1). Si possible, dpte.rmmer Pespace tangent 7,5 de S
au.point p ct préeiser sa dimension.

2. Mé:u:e question sur I’ensemble S définie-par
{{a.y,2) € R® telque (2® —42y +3 =92 — 5y + 22 —0)}a.vecp (1:1;3)



