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| .CINEMATIQUE DU SOLIDE

Le solide (S) considéré, lié au repére S=(A;X,Vy,Z), est en mouvement par rapport au repere

fixeRo =(0;X,,V,.Z,) .

I.1.TORSEUR CINEMATIQUE
1. Pour deux points A et B liés au solide (S), les éléments de réduction du torseur

cinématique au point A et au point B sont respectivement :
[Q]A =[55/%,VRO (Ae S)} (1.1)

[Q]B = [ﬁsmo ,\7RO (Be S)} (1.2)

2. larelation d’antisymétrie du torseur cinématique est
Vi (BeS)=Vg (AcS)+Qsi ~ AB (1.3)
Cette relation est aussi appelée relation fondamentale de la cinématique du solide

I.2.REGLE DE DERIVATION
Pour deux reperes quelconques R et Rp donnés, la regle de dérivation est la suivante :
d—X =d—x +§Rp/R /\Y (|.4)
dt r dt /rp
Cette regle permet d’écrire les résultats dans un repére de projection Rp donné lorsque tous les

vecteurs entrant dans cette relation sont exprimés dans le méme repére Rp.

1.3.COMPOSITION DE MOUVEMENTS
Pour les mouvements d’un point M par rapport au repere absolu R = (0;X, Y, Z)

(mouvement absolu) et par rapport au repére relatif R'= (O';x",y",z"), (mouvement relatif) on a :
1. composition de vitesses : V. (M) =V..(M)+V, (M € R") (1.5)
oU la vitesse d’entrainement est V(M € R') =V, (0') + Qs AO'M  (1.6)

et la vitesse relative : - d -
V.. (M)=——(0'M
- | r(M) o /R.( )
2. composition d’accélérations :
) — d -
I’accélération relative T',, = ———(V..(M), 1.9
R T /R.(VR( ) (1.9)

I’accélération de Coriolis : T, (M) =2.Q,,, AV..(M) et I’accélération (1.10)

d’entrainement : T,(M) =T, (O')ertdW@R"R) AO'M +Qpyq A(Qgyp AO'M ) (1.11)

|.4.LES ANGLES D’EULER (w0, ¢)
Pour déterminer les angles d’Euler, il faut d’ abord déterminer I’axe des nceuds et apres seulement on

détermine les angles d’Euler
L’axe des nceuds est défini par : (O,u0) =(0;X,,Y,) N (O;X,y) etletriédre (U,Z ,Z)est direct.

1. La précession est la rotation (y,Z,)qui transforme Ro = (0;X,,Y,,Z,) en

R1=(0;d,V,7,) avec Qo =W Z,



=

2. Lanutation est la rotation (@,0) qui transforme R1=(O;0,V,Z,)en R2=(0;U,7,7)
avec Qp, o = 00
QS/RZ :¢Z

Dans chacune de ces rotations il faut écrire le tableau de changement de base
Le vecteur instantané de rotation du repére S par rapport a Ro est

ok~

Q¢ ro =W Z,+0U+¢7 qu'onexprimera, atitre d’exercice, dans les
repéres Ro,R1,R2et S
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I.5.CINEMATIQUE DE CONTACT DE DEUX SOLIDES
Les deux solides S1 et S2 en mouvement par rapport a Ro sont en contact
ponctuel permanent au point | .Ce point de contact | est triple : un point I lié & (S1) noté
I'€S1 unpoint I 1ié & (52) noté | €S2, un point I lié & I’espace rattaché & Ro appelé
point géometrique et noté (1).
Pour le mouvement de (S1) par rapport a (S2) , le vecteur de glissement de
(S1) sur (S2)au point (1) est noté Vig =V (S1/52), =V, (I € S1).
On peut le calculer a I’aide de la composition de vitesses :
-soit par Vg =V, (1 € S1) =V, (I € S1) -V, (I €S2) pour S2 repére relatif et R le
repére absolu considéré ;
-soit par Vg =V, (I € S1) =V, (1) -V, (1) ou | est le point géométrique de contact,
S1 le repeére relatif et S2 le repére absolu ( composition de vitesses).
Il faut noter que le vecteur vitesse du point géometrique I est calculé par dérivation direct.

Dans le mouvement de contact de (S1) sur (S2), au point (I) s’effectue aussi le mouvement
de roulement et le mouvement de pivotement. On parle alors de mouvement de roulement

sans glissement lorsque \7g est nul et de mouvement de roulement avec glissement lorsque

\7g est non nul.
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I.6.MOUVEMENT PLAN SUR PLAN

lorsque les trajectoires de tous les points de ce solide sont planes et paralléles
au plan ( Po).

plan fixe Po=(0;X,,Y,) ,ces deux plans sont, a tout instant t, en coincidence
I’un sur I’autre. Les caractéristiques du mouvement plan sur plan sont :
e le centre instantané de rotation | défini par : V,, (I € P) =0 (1.12)

: s . - Q0 -
de cette relation on déduit la position du CIR(I) par Al = %/\VRO(AE S) (1.13)

e labase (Co) de ce mouvement est I’ensemble des positions du CIR(1) qui
varie par rapport a Po : (Co)={CIR(l)/Po}.
e Laroulante (C) de ce mouvement est I’ensemble des positions du CIR(I)
qui varie par rapport a P : (C)={CIR()/P}
3. Propriétés du mouvement plan sur plan:
- Le CIR(l) a méme vitesse par rapporta Poet P :

VP0(|)=VP(I), (1.14)

- Connaissant dans Po la trajectoire (Cy ) d’un point M lié a P,
le CIR(I) se trouve sur la perpendiculaire en M a la tangente
en M a la trajectoire (Cy).

- Etant donnés un point fixe B dans le plan Po et une droite
variable (D) liée au plan P, le CIR(I) se trouve sur la
perpendiculaire en B a la droite (D).



I.CINETIQUE DU SOLIDE

On distinguera le mouvement du solide (S) par rapport au repére galiléen Ro = (0;X,,Y,,Z,) de

vecteur quantité de mouvement F3R0(S) = m\7RO (G €9) ; et le mouvement du solide (S) autour de son centre de

masse G (appelé aussi mouvement par rapport au repere de Koenig K =(G;X

de mouvement nul.

I1.1.FORMULAIRE

0!

¥,.Z,) ) de vecteur quantité

( pour un point
A quelconque)

MV, (G € S) AGA

Ou encore :
50 (A S) =5, (G,S) +
Mg, (G € S)AGA

TYPES DE VECTEUR MOMENT CINETIQUE | VECTEUR MOMENT DYNAMIQUE | ENERGIE CINETIQUE

MOUVEMENTS | EN UN POINT A et G: EN UN POINTA et G : DU SOLIDE (S)

MOUVEMENT

AUTOUR D’UN B

POINTFIXEA | _ (A S)= 1(A )0 g ECq (S) =

PAR RAPPORT & | Ogo(AS)=J (A S).Qq )5, 5. (AS) = 5. (A'S 1. A

Ro Oro ) dt/Ro (o ) E'O-RO(A1 $).Q4

V., (AeS)=0

MOUVEMENT . - - B

AUTOUR DU 5 (G,S) = J(G,8). Qs p, 5.(6.8) =—9 (5. (Gs) |Ex®)=

CENTRE DE dt/Ro 1. G.5).5

MASSE G E'JK( ) RO
SRO(A!S) = dt;jRO (&RO(AVS) fCRO(S) N ECK (S)+

MOUVEMENT ~ _& - - “mV2(G

QUELCONQUE Oro(AS) =0 (G, S)+ + Veo (A) A mVg, (G €3). 2 w(®)

Conseil : avant d’appliquer les formules, il faut reconnaitre le type de mouvement du solide(quelconque ou

autour d’un point fixe)

11.2. : TORSEUR CINETIQUE :
Eléments de réduction du torseur cinétique aux deux points A et B du solide (S) :

au point A : [0]as =[ MV, (G ES) , Gp, (4, ) ]
au point B : [0les =[ MV (G ES) , Gy (B, S) ]
la relation d’antisymétrie de ce torseur en ces deux points A et B est:

(11.1)
(11.2)

Gro(BES) = G (A€S) + MV (GeS) A AB (I1.3)

11.3.CALCULS de la position du centre de masse G et de I’opérateur d’inertie J(O,S)/R =(0;X,V,2).

11.3.1 Position du centre de masse G d’un solide continu :
mOG = [ ,,;OM.dm(M)

(11.4)



1. Exploiter les éléments de symétrie du solide (S) par rapport au repere de calcul : le centre de

masse G se trouve toujours sur les éléments de symétrie du solide s’il y en a.

Ecrire cette relation vectorielle dans le systeme d’axes cartésiens.

3. dans le calcul, commencer par définir I’élément M de masse dm(M) dans le repere de calcul
adapté a la forme du solide.

4. Faire le calcul dans ce repere adapté en respectant les bornes d’intégration qui doivent
couvrir tout le solide concerné.

o

11.3.2 Calcul de I’opérateur d’inertie d’un solide continu J(O,S)/R =(0;X,V,7)
a)- |l faut exploiter I’'une des propriétés suivantes lorsqu’elle se présente.

1. Siun axe du repére R est un axe de révolution matérielle du solide (S), I’opérateur d’inertie
est dit cylindrique de la forme : J(O,S) =( A,A,C)/R ou C est relatif a I’axe de révolution.

2. Si deux axes du repere R sont axes de révolution mateérielle du solide (S), I’opérateur d’inertie
est dit sphérique de la forme : J(O,S) =(A,A/A)/R..

3. Siunaxe du repére R est un axe de symétrie matérielle du solide (S), les éléments non
diagonaux de J(O,S)/R =(0;X,y,Z) relatifs a cet axe sont nuls. (Par exemple , si (O;X) est
un axe de symétrie matérielle du solide (S), les éléments Joxy et Joxz sont nuls).

4. Sideux axes du repére R sont des axes de symetrie matérielle du solide (S), I’opérateur
d’inertie est diagonal de la forme : J(O,S)= (AB,C)/R.

5. Siun plan du repere R est un plan de symétrie pour le solide (S), les éléments non diagonaux
non relatif a ce plan sont nuls. (Par exemple , si le plan (O, X, ¥) est un plan de symétrie
matérielle du solide (S), Joxy # 0 et Joxz=Joyz=0). En conséquence, lorsque deux plans du
repére R sont les plans de symétrie matérielle du solide (S), I’opérateur d’inertie est diagonal :

J(O,S)=(ABC)/R.
b)- Pour les calculs, reprendre 3 et 4 dans 11.3.1.

11.3.3 théoreme de Huygens :
Le théoréme de Huygens permet de calculer I’opérateur d’inertie J(O,S)/R=(0;X,Vy,Z)a

partir de I’opérateur d’inertie J(G,S)/R; =(G;X,y,Z) et vice versa . Les deux reperes doivent étre en

translation de vecteur OG = aX + fy + 7 .
Les expressions deduites de ce théoreme sont :

Jox =Jdex + m(ﬂz +7’2) Joy = oy +Maf
Joy = Jgy + m(a’® +7?) Jou = Joe +May
‘]Oz = ‘JGZ + m(a2 +ﬂ2) JOyZ = ‘]Gyz +mﬂ7/

11.3.4 : Moment d’inertie d’un solide par rapport a un axe (A) = (O; )
Jy=Jon=[ulJ(0,8)/R(O;X,y,7).[u].
Notons que ces matrices sont exprimées dans la méme base du repére R
11.3.5 exercices :
A titre d’exercices, I’étudiant doit déterminer la position du centre de masse G et
I’opérateur d’inertie J(O,S)/R =(0;X,Y,Z) des portions des solides homogénes (S) suivants : quart
de cerceau, quart de disque, demi-sphére S(O,a), demi- boule S(O,a), cbne de sommet O , triangle

rectangle OAB , cube de sommet O, cylindre de hauteur h et de base circulaire(o,a).
Appliquer egalement le théoreme de Huygens lorsque c’est possible.





