CHAPITRE V

CINETIQUE

1. Définition

La résultante cinétique (quantité de mouvement), le moment cinétique (moment de la
quantité de mouvement), la résultante dynamique (quantité d’accélération), le moment
dynamique et I’énergie cinétique, constituent les éléments de la cinétique.

La cinétique a pour objet I’étude des relations entre les éléments de la cinématique et la

géométrie des masses.

2. Résultante cinétique, moment cinétique

- La résultante cinétique (quantité de mouvement) d’un point matériel M, de masse m et

de vitesse \7(M) est définie par la grandeur vectorielle :
B = m\7(M) ;

- Le moment cinétique o, du point matériel M en un point A quelconque de I’espace est

donné par le moment de la quantité de mouvement en A, il a pour grandeur :

—-— -

o,=AMAmMV (M)
2.1. Quantité de mouvement d’un systeme matériel (S)
a) Systeme matériel discret :
Le systeme est constitué d’un ensemble de point M; de masse m; et de vitesses V(M,) dans
un repére R.

- La résultante cinétique (quantité de mouvement) du systeme est donnée par la grandeur

vectorielle : P = > m, V(M,)

- Le moment cinétique o, du systeme matériel (S) en un point A quelconque de

I’espace est donné par le moment de la quantité de mouvement en A, il a pour grandeur

— -

vectorielle : o, =Y AM; Am;V (M,)
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b) Systeme matériel continu :
Dans le cas d’un systeme matériel continu (S) : linéaire, surfacique ou volumigque nous avons :
- La résultante cinétique (quantité de mouvement) du systéme matériel continu, est

donnée par la grandeur vectorielle : p- J\7(M )dm ;
S

- Le moment cinétique o, du systeme matériel continu (S) en un point A quelconque

de I’espace est donné par le moment de la quantité de mouvement en A , il a pour

grandeur vectorielle : ;A = _[AWI A\7(M)dm
S

3. Torseur cinétique

Soit un solide (S) de masse m et de centre d’inertie G, en mouvement par rapport a un repére
fixe R. Soit M un point de ce solide et deux points A et B quelconque de I’espace mais
connus dans le repére R.

Par définition nous avons les moments cinétiques en A et B qui sont donnés par :

— >

op= [AMAV(M)IM et o, = [BMAV(M)dm
S S

a0y = [ AMAV(M)dm— [BM AV (M)dm = [ (AM ~BM) AV (M)dm = [ ABAV (M )dm
S S S S

— —

G0y = ABA [V(M)dm = ABA P
S

cette relation est appelée loi de variation du moment cinétique
On constate que le moment cinétique obéit a la loi des transports des moments. Nous pouvons
alors construire un torseur cinétique dont les éléments de réduction sont: la résultante

cinétique et le moment cinétique.

P = [V(M)dm

[C]A =

o5 = [ AM AV (M)dm
S
P= fV(M )dm : résultante cinétique ou quantité de mouvement du systeme (S)
S

Op= jKM AV (M)dm : Moment cinétique au point A du systeme (S) dans le repere R.
S
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3.1. Expression de la résultante cinétique d’un systéeme matériel
Soit un solide (S) de masse m et de centre d’inertie G, en mouvement par rapport a un repere

orthonormé fixe R(O, x,y, z). Quel que soit M e (S) nous avons par définition du centre

—

d’inertie : J'GM dm = 6
S

> o >

Les points G et M sont Mobiles dans le repere R(O, X, Yy, z), nous pouvons écrire :

— — >

GM =OM-0G et leurs vitesses sont liées par la relation :

dGM _dOM dOG o 9OM G V)
dt dt dt dt

En dérivant cette expression par rapport au temps sous le signe intégrale, on obtient :

—

IdGM

dm = j(\7(|v|)—\7(e)jdm -0

S S

[V(M)dm =V (G)[dm=mV(G) ce qui donne : P =mV (G)
S S

La résultante du torseur cinétique est la quantité de mouvement du centre de la masse affectee

de la masse totale du systeme : I; = m\7(G)

3.2. Propriétés du moment cinétique
3.2.1. Théoréme de Koénig

- 5 >

Soit R, (O, x,y,z) un repére orthonormé fixe. Le référentiel de Koénig (appelé aussi

référentiel barycentrique) R; (G, X,y, z) est le référentiel lié au centre d’inertie du solide

dont les axes sont paralléles a ceux du repére fixe.
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La vitesse du repere R, par rapport au repére R, estnul : Q(R; /R,)=0

N

Nous allons chercher une relation entre : 7
- le moment cinétique du systeme en G

dans son mouvement par rapport & R, et ®)

N

- le moment cinétique du systeme en G

> |
< |

dans son mouvement par rapporta R; .

<
< |

Soit M un point du systéme matériel :

Sa vitesse dans le repére R, est donnée par: V°(M)=V°(G)+V (M)

Son moment cinétique au point G dans R, s’écrira: og g =J.é7M AV (M)dm
S

Son moment cinétique au point G dans R, s’écrira: og g :jé_M AV ¢ (M)dm
S

Nous avons alors :
Osrr, = [GM A(v°(c;) Ve (M)]dm = [GMAV®(G)dm + [GM AV © (M)dm
S S S

-—

or nous avons par définition du centre d’inertie : IGM dm =0 on obtient finalement :
S

Gerr, = GM M AV (G)+ [GM AV E (M)dm = [GM AV & (M)dm = 57
S S S
- -
OGir, = OGIRs
Le moment cinétique en G centre d’inertie du systéme est le méme qu’il soit présenté dans le

repere R, oudans le repere R,.

En un point A quelconque de I’espace nous aurons par la formule de transport :

-

O pin = Oarn, + AGAMV(G)

Nous avons ainsi le théoreme de Koénig pour le moment cinétique.
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3.3. Moment cinétique d’un solide (S) indéformable, lié a un repere R, en mouvement
quelconque par rapport a un repeére fixe R, .

Soit M un point du solide, sa vitesse est donnée par la cinématique du solide, elle a pour

expression: V'(M) :V‘(Ok)+QL/\OkI\7I

Le moment cinétique au point O, est donné par: ¢'(0,) = IOIK/I AVH(M)dm
S

En remplacant I’expression de la vitesse dans celle du moment cinétique, nous obtenons :

O'i(ok):J-OkKA/\(Vi(Ok)+QL/\Ok|\_/)|jdm

S

o' (0,) :jokK/lAvi(ok)dm+jokK/|A(QikAok|\7| ]dm —o+0,
S S

—

avec : ;lzjd;KAAV‘(Ok)dm et gzzfokMA(QLAOkﬁJdm
S S

Expression de ;1 :
o, = [O,MAV(0,)dm = j(d‘k& GM j AV (O, )dm
S S
= [0,GAV'(0,)dm+ [GM dm AV'(0,)
S S

o, =0,GAV'(0,)[dm+ [GM dm AV (O,)
S S
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Comme G est le centre d’inertie du solide, nous avons alors : IC;M dm=0

d’ou:

— -

o, =0,GAmV (O,)

Expression d

—

N
e o, :

0?2 = J.OkM /\(QL A (7);|\_/)| jdm
S

Afin de développer cette expression, nous utilisons les coordonnées du point M dans le

R
repere R, et les composantes du vecteur vitesse de rotation €, dans le repére R, .

5, =[O
S

S

N Q
. Q= {Q
R, £
o X Q, X X Q) —yQ,
OKMJ: YA QA Y = YA XQ, — 20,
R, z R, Q, R, z R, z R, yQ, —xQ,
y(yQ, —xQ,)-z(xQ, - 7Q,) Q (Y +2°)-Q,xy-Q,xz
OkM]_ 2(2Q, —yQ,) = X(YQ, —XxQ,)= -Qxy+Q (x*+2%)-Q,yz
R [X(xQ, —2Q,) - y(zQ, -yQ,) g —Qx2-Q yz+Q,(x* +12°)
k k

[Q;Acm jdm:

R

ij(y2 + zz)dm—Qy_[xydm—Qijzdm
—QXSJ‘ xydm+QyJ'(x2 +Szz)dm —ijzdm

S S S
—ijxzdm—QyJ'yzdm+QZJ'(x2 +2%)dm
S S S

cette expression peut s’écrire sous la forme :

N -

At 0, = [Iok ]Qlk

296



- - -
on aboutit a I’expression finale : ¢'(0,) = 0,+ 0, quis’écrira:

o'(0,)=0,GAmV'(0,) +[l, JO

Cas particuliers :

- Silerepére R, est fixe par rapporta R, alors V'(O,) -0 = o' (0) =[l,]ol

-

- Silepoint O, estconfondu avec le centre G alors 0,G=0 =  o&'(G)=[l,]Q!

3.4. Théoréme de Koénig pour un systeme materiel (S)

Sous la forme généralisée nous avons :

o (M) =" (G)+MGAMV (G) avec o'(G)=oc"(G)

Nous pouvons ainsi écrire la relation sous la forme :

o' (M) =[I4 ], + MGAMV' (G)
I :estle moment d’inertie du systéme en son centre d’inertie.

4. Torseur dynamique
4.1. Définition
Soit M un point du systéme matériel (S) en mouvement par rapport a un repére fixe R.
dav(m)
dt
- On appelle résultante dynamique ou (quantité d’accélération) du point M :

L’accélération du point M est donnée par: (M) =

B:I;(M)dm ou II%):Zmi 7(M,)

- On appelle moment dynamique, le moment de la résultante dynamique (moment de la

quantité d’accélération) par rapport a un point A du repére R :

5y = [AMAZ(M)dm ot &, =Y AM,Am, 7(M,)
S 1
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On construit le torseur dynamique avec ces deux grandeurs comme éléments de réduction de

ce torseur. Le torseur dynamique en un point A du repére R s’exprime sous la forme :

=j?(M)dm B=Ym (M)
[D]A = ou [D]A = '

-—

é?A:J.AM/\y(M)dm 5=ZAM A, 7/(M)

Le systeme étudié n’est pas nécessairement indéformable comme pour le torseur cinétique. Le
moment dynamique obéit aussi de la méme maniere a la formule de transport des moments.

Les moments dynamiques en deux points quelconques A et B sont liés par :

- > — o

5, =065+ ABAD

4.2. Calcul de la résultante dynamique

Soit G le centre d’inertie du systéme dans le repere R , la résultante dynamique s’écrit :

dvV(M)

dP _dmv(G) -
dt dt =my(©)

5=£;(M)dm=_[ -

S

d—>
=—|V(M)dm =
dtl()

Si la masse du systéme est constante, la résultante dynamique est égale au produit de la masse

par I’accélération de son centre d’inertie.

D=my(G)
La résultante du torseur dynamique est égale a la quantité d’accélération du centre d’inertie du
systeme affectée de la masse totale.

4.3. Théoréme de Koénig relatif au moment dynamique

Soit R, (O, x,y,z) un repére orthonormé fixe. Le référentiel de Koénig (appelé aussi

référentiel barycentrique) R; (G, X,y,z) est le référentiel lié au centre d’inertie du solide

dont les axes sont paralléles a ceux du repeére fixe.

La vitesse du repere R, par rapport au repére R, estnul: Q(R; /R,)=0
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Nous allons chercher une relation entre :

- le moment dynamique du systeme en G dans son mouvement par rapport a R, et

- le moment dynamique du systeme en G dans son mouvement par rapporta R; .

N

Soit M un point du systéme matériel:
Son accélération dans le repére R, estdonnée par: y°(M)=y°(G)+y°(M)

Son moment dynamique au point G dans R, s’écrira: 5G,R0 = jéfl\7l A;;(M)dm
S

Son moment dynamique au point G dans R, s’écrira: bi,RG = J'éfl\%/l A;/%(M)dm
S

Alors: 5, = [GM A (;0 (G)+ 75 (M )jdm = [GM A 75 (G)dm -+ [GM A 7© (M)dm
S S S
Sern, = [GM dmA7(G)+ [GM A& (M)dm
S S
or nous avons par définition du centre d’inertie : jéil\ﬁ/l dm= 6 on obtient finalement :
S
Sorn, = [GM AVE(M)dm =5, .
S

- -

5G/RO = 5G/RG
Le moment dynamique en G centre d’inertie du systeme est le méme, qu’il soit présenté dans

le repére R, oudans le repere R;. Enun point A quelconque de I’espace nous aurons par la

formule de transport:  o,,p =0gr, AGAMV °(G)

Nous avons ainsi le théoreme de Koénig pour le moment dynamique.
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4.4. Relation entre torseur cinétique et torseur dynamique

Soit A un point quelconque du repere R, pas nécessairement un point du systeme matériel

et un point M du systéeme matériel. Nous avons le moment cinétique au point A qui est
donnépar: o, = IA_M AV °(M)dm

S
Dérivons cette expression :

0 Apn - N 0y, 0
o, ji AM AV (M) |d jd AM AVO(M)dm+IAMAwdm
dt !t ! dt

ddaA =j CAM S (Mydm + 5,
S

d°AM >

or NOUS avons : =V°(M)-V°(A)

0 - - - N
494 _ oM AmVO(G)+s,

_ j[vﬁ‘)(m)—vﬁ°(A)]Avﬁ°(M)dm+i =

S

on obtient ainsi la relation finale entre le moment cinétique et le moment dynamique

— o
§A:d oA
dt

Cette relation ne doit en aucun cas étre confondue avec la formule de transport.

FVO(A) AV (G)

4.5. Cas particuliers

Dans certains cas particuliers la dérivée du torseur cinétique est égale au torseur dynamique :
1) Aest fixedansR, < V°(A)=0

> do,

it Si: 42) Aestconfondu avecG < V°(A)/\V°(G):5

YVO(AIVIG) =0 < VO(A)AV'(G)=0

Dans ces trois cas particuliers seulement, nous pouvons écrire :

-
—

D, = 9% avec [D]A={9 et [c],;{
dt S,

1Tl

9

A
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5. Energie cinétique
5.1. Définition

L’énergie cinétique d’un systéme matériel continu (S) en mouvement par rapport a un repére

5 2
fixe R, est définie par la quantité scalaire exprimée par la relation : E2 = I%(VO(M )j dm
S

5.2. Théoréme de Koénig relatif a I’énergie cinétique

Soit R,(O,x,y,z) un repére orthonormé fixe. Le référentiel de Koénig (appelé aussi
référentiel barycentrique) R;(G,X,y,z) est le référentiel lié au centre d’inertie du solide
dont les axes sont paralléles a ceux du repeére fixe.

La vitesse du repere R, par rapport au repére R, estnul: Q(R; /R,)=0

Nous allons chercher une relation entre :
- L’énergie cinétique du systéeme dans son mouvement par

rapport a R, et

- L’énergie cinétique du systéme dans son mouvement par

< |

rapport a R

Soit M un point du systéme matériel. La loi de composition des vitesses donne :

VOM) =V (G)+V e (M)

en remplacant cette expression dans celle de I’énergie cinétique nous aurons :

E2 ZQ%(VQO(GHVQG(M)j dm :%(VQO(G)J !dm+!VHO(G)°V%G(M)dm+%£[vﬁG(M)j .
Or NOUS avons : VHG(M) _d°GMm

dans le repére R

o _1{\,% i o d - 1 G i
Eczg(v (G)j !dm+v (G).E_S[GMdm+§£(V (M)j dm

nous avons aussi par définition du centre d’inertie que : JC;M dm=0
S
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L’expression de I’énergie cinétique devient :
(.7 ’ 1o % ’
0 _ - 0 - G
Ec = Z(V (G)J !dm+2£(v (M)j dm

. 2
qui s’écrit aussi sous la forme réduite : EZ =%[V°(G)J J'dm + E
S

L’énergie cinétique du systeme (S) en mouvement quelconque par rapport au repére R, est

égale a I’énergie cinétique du systéme dans son mouvement autour de son centre d’inertie G
augmentée de I’énergie cinétique du centre d’inertie affecté de la masse totale du systeme.

Cette relation constitue le théoreme de Koénig pour I’énergie cinétique.

5.3 Solide indéformable en mouvement quelconque

Soit R, (O, X,,Y,,2,) un repére orthonorme fixe et R, (O,,X,,Y,,z;) un repére lié a un
solide indéformable et de centre de d’inertie G.

Le solide est en mouvement quelconque tel que O, € (S) . La vitesse de rotation du repere R,
par rapport au repére R, est : Q2

Soit M un point quelconque du solide, nous avons par la cinématique du solide :

V(M) =V°(0,) +Q°AO,M

L’énergie cinétique du solide (S) est donnée par :

N 2 - - - 2
= :I%(VO(M)j dm:I%(VO(Ol)H)f/\Ole dm

S S

EC j%(v (M )]{V °(0,)+Q°AO,M jdm
S

~V°(0,). j%{vﬁ" M )jdm ; J%V%O(M ) .(ﬁfA oM jdm

S

=§V0(Ol).mVO(G)+Qf-J.%O_;KA/\VO(M)dm
S

L’expression du moment cinétique déja développée auparavant est donnée par :

°(0,) = [O,MAV®(M)dm
S
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Nous avons alors I’énergie cinétique en fonction du moment cinétique du solide:
E(C) :EVO(Ol)omVO(G)‘i‘QgOGO(Ol)
Si le centre O, du repére R, est confondu avec le centre d’inertie G du solide : O, =G alors :
1 - 2 - -
E2 = Em(VO(G)j +Q2.0%(G)
Le moment cinétique en G s’écrit:  &°(G) =1, Q) on aboutit a la relation finale :

- 2 > -
E :%m(VO(G)] +Q% .1, Q0

N 2
%m(v O(G)] . est I’énergie cinétique de translation du solide

QfT .1, Q) :estI’énergie cinétique de rotation du solide autour de son centre d’inertie G.

L’énergie cinétique totale d’un solide en mouvement quelconque dans I’espace est égale a la
somme de I’énergie cinétique de translation de son centre d’inertie affectée de la masse du

solide et de I’énergie cinétique de rotation autour du centre d’inertie.
Cette relation constitue le théoréeme de Koénig pour I’énergie cinétique.

L’énergie cinétique totale peut s’exprimer en fonction des torseurs cinématiques et cinétique

au point O, en la mettant sous la forme :

1] Qf mV°(G)

ES ==
C 2 %0 »0
ViM)) o (O)

L’énergie cinétique totale d’un solide est égale a la moitié du produit scalaire du torseur

cinématique par le torseur cinétique au point O, exprime dans le repere R, .

el =2l -],
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5.4. Solide indéformable en mouvement de rotation pur
Dans le cas ou le solide est en mouvement de rotation pur autour d’un axe A passant par un

point O, du solide et de vecteur unitaire u tel que : A(Og,u) avec Q) =Qu .Le moment

2 -
d’inertie par rapport a cet axe est donné par: 1, =u’ 1o, -U
—
z
(S)
Os N
5 y
X
2
u

(4)

L’énergie cinétique de rotation pure est donnée par :

1 ot % 1
Eg:EQg .Ios.Qg:EQu

5.5. Energie cinéetique d’un ensemble de solides
L’énergie cinétique d’un ensemble de solides (S) constitué des solides (S1, Sy, Ss, ...... Sn)

dans un repére R, est égale a la somme des énergies cinétiques de chaque solide exprimée

dans le méme repére.

EL(S) = Y EL(S)
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