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CHAPITRE  IV 

GEOMETRIE DES MASSES 
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GEOMETRIE DES MASSES 

Objectifs du chapitre  

Afin de comprendre et de pouvoir décrire les mouvements des systèmes matériels, il est 

important de connaître la répartition géométrique afin de se préparer aux concepts de 

cinétiques et dynamiques des solides. 

L’intérêt de cette partie est de nous permettre de connaître un certain nombre de données sur 

la répartition des masses des systèmes.  Nous, nous intéresserons à la détermination : 

- des centres de masse du solide 

- des moments d’inertie, des produits d’inertie par rapport à des axes et aux tenseurs 

d’inertie des solides quelconques dans différents repères. 

L’opérateur d’inertie sert à caractériser la répartition des masses d’un solide, afin d’étudier 

par la suite, un mouvement quelconque de celui-ci. 

1. Notions de masse d’un système matériel

A chaque système matériel (S) est associé, une quantité scalaire positive invariable en 

mécanique classique, appelée : masse du système 

La masse d’un solide fait référence à la quantité de matière contenue dans le volume de ce 

solide. 

Cet invariant scalaire obéit aux propriétés mathématiques suivantes :  

Additivité des masses  

La masse d’un système matériel (S) est égale à la somme des masses qui le composent. 

Exemple : masse d’un livre = somme des masses des feuilles qu’il contient. 

La masse d’un système matériel est définie par la grandeur scalaire suivante : 

∫
∈

=
)(

)(  
SP

PdmM
Mi(P)

L’élément est la mesure de la masse  )(Pdm

au voisinage du point (P). 
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  Si le système est constitué d’un ensemble continu de masses, la masse du système 

s’écrirait sous la forme d’une intégrale continue :         

Un système matériel est un ensemble discret ou continu des points matériels ou encore une 

réunion d’ensembles continus ou discrets de points matériels. 

1.1.  Systèmes discrets 

La masse d’un système discret est la somme des n points matériels discrets de masses  mi : 

mi∑
=

=
n

i
imm

1

1.2.  Systèmes continus 

∫= )(
)(

S
Pdmm

- Le système (S) est un volume 

      La masse s’écrirait :  dvPm
V

)(∫= ρ

       )(Pρ  est la masse volumique au point P  et  un élément de volume du solide (S) dv

- Le système (S) est une surface :  (cas des plaques fines) l’épaisseur est négligeable 

devant les deux autres dimensions. 

La masse s’écrirait :   dsPm
S

)(∫= σ

     )(Pσ  est la densité surfacique au point P  et  un élément de surface du solide (S) ds

-   Le système (S) est linaire :  (cas des tiges fines)  les deux dimensions sont négligeables 

devant la longueur de la tige. 

La masse s’écrirait :   dlPm
L

)(∫= λ

     )(Pλ  est la densité linéique au point P  et  -un élément de longueur du solide (S) 

Dans les systèmes homogènes (solides homogènes) la densité des solides est constante. 
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2. Centre d’inertie (centre de masse) des solides

On appelle centre d’inertie d’un système matériel (S) le point  G  défini par la relation :

∫
∈

→→−

=
)(

0
SP

dmGP

où P est un point du solide avec    et  
→→→→−

++= kzjyixOP
→→→→−

++= kzjyixOG GGG

Soit   O  le centre d’un repère orthonormé  nous pouvons écrire dans ce 

repère :          alors nous obtenons : 

),,,(
→→→

kjiO

→−→−→−

+= GPOGOP ∫ ∫ ∫
∈ ∈ ∈

→−→−→−

=

+=
)( )( )(

0

    
SP SP SP

dmGPdmOGdmOP
43421

∫
∫ ∈

→−

∈

→−

=
)(

)(

1

SP

SP

dmOP
dm

OG               ;      ∫
∈

→−→−

=
)(

1

SP

dmOP
m

OG

Les coordonnées du centre d’inertie  G   d’un système homogène sont déterminées par des 

calculs utilisant les éléments infinitésimaux tel que : dl pour les éléments linéaires, ds  pour 

les éléments surfaciques et dv pour les éléments volumiques. Ainsi nous pouvons écrire : 

∫
∫

∫

∈

∈

∈ ==
)(

)(

)(   1

 

  

SP

SP

SP
G dmx

m
dm

dmx
x ,  ∫

∫

∫

∈

∈

∈ ==
)(

)(

)(   1

 

  

SP

SP

SP
G dmy

m
dm

dmy
y    ,    ∫

∫

∫

∈

∈

∈ ==
)(

)(

)(   1

 

  

SP

SP

SP
G dmz

m
dm

dmz
z

Remarques : 

- Le centre d’inertie des masses homogènes coïncide avec le centre d’inertie de leurs 

volumes s’ils sont volumiques ou de leurs surfaces s’ils sont surfaciques. 

- Si le solide présente des éléments de symétrie (axes ou plans) son centre d’inertie est 

nécessairement situé sur ces éléments de symétrie. 
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3. Centre d’inertie d’un système composé

i

Dans la réalité, c’est le cas le plus souvent rencontré, les calculs sont élémentaires 

en raisonnant sur chacun des éléments qui composent les systèmes.  

On détermine d’abord le centre d’inertie de chaque élément Δ du système au point Gi , puis 

on détermine le centre d’inertie G du système comme barycentre des points Gi . 

Soient les éléments d’un système composé :  nΔΔΔ .,..........,........., 21  ayant pour centres 

d’inertie respectifs :    ayant pour vecteurs positions dans un repère 

 :     : 

nGGG .......,..........,........., 21

),,,(
→→→

kjiOR
→→→

nrrr .........,,........., 21

Le centre d’inertie de ce système est donné par : 
∑

∑

=

=

→

→

Δ

Δ
= n

i
i

n

i
ii

G

r
r

1

1

 

   
   ;   où  est la iiΔ

ième 

quantité.   

Elle peut être un élément de longueur, de surface, de volume ou de masse. 

Le centre d’inertie du système aura pour coordonnées : 

∑

∑

=

=

Δ

Δ
= n

i
i

n

i
ii

G

x
x

1

1

 
         ,         

∑

∑

=

=

Δ

Δ
= n

i
i

n

i
ii

G

y
y

1

1

 
       ,          

∑

∑

=

=

Δ

Δ
= n

i
i

n

i
ii

G

z
z

1

1

 

où :   sont les coordonnées des points Giii zyx    ,  , i  où l’élément  iΔ  est concentré. 

Si  les     sont des éléments de masses alors on peut écrire : iΔ

∑

∑

=

== n

i
i

n

i
ii

G

m

x
x

1

1

m 
       ,           

∑

∑

=

== n

i
i

n

i
ii

G

m

y
y

1

1

m 
         ,         

∑

∑

=

== n

i
i

n

i
ii

G

m

z
z

1

1

m 
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4. Théorème de Guldin

Une seconde méthode pour la détermination des centres d’inertie des solides linéaires ou 

surfaciques homogènes fut trouvée par Guldin. Elle consiste à faire tourner ces solides autour 

des axes qu’ils n’interceptent pas. Les solides linéaires décriront des surfaces et les solides 

surfaciques décriront des volumes. 

4.1.  1er  Théorème de Guldin 

La surface S engendrée par la rotation d’un arc de courbe de longueur L autour d’un axe (Δ ) 

sans l’intercepter dans son plan est égale au produit de la longueur  L de l’arc par la longueur 

de la circonférence 2 GR  π   décrite par le centre d’inertie G de l’arc de courbe. 

Soit  L  la longueur de l’arc  et  G son centre d’inertie. 

GR  G

)(Δ

L
La longueur (périmètre) décrite par la rotation du centre d’inertie G  

par rapport à l’axe (  est donnée par : )Δ GR  2π   ,  alors la surface 

décrite par cet élément est égale à : 

LRS G      2/ π=Δ          d’où    
L

S
RG 2

/

π
Δ=

Dans le cas d’un système homogène de plusieurs éléments on aura : 
totale

totale
G L

S
R

  2
/

π
Δ=

si l’axe  représente l’axe  nous aurons : )(Δ ),(
→

yO
L

S
x oy

G 2
/

π
=

si l’axe  représente l’axe  nous aurons : )(Δ ),(
→

xO
L

S
y ox

G 2
/

π
=

4.2.  2ième  Théorème de Guldin 

Une surface plane homogène   , limitée par une courbe fermée  S

GR

G

)(Δ

Ssimple et tournant autour d’un axe  sans le rencontrer   )(Δ

engendre un volume V. 

Le volume V engendré est égal au produit de la surface   S

 par la longueur du périmètre GR  2π   décrit par le centre  

d’inertie G  de cette surface autour de l’axe )(Δ . 
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Soit     la surface  et    la distance de son centre d’inertie à S GR )(Δ . 

La longueur (périmètre) décrite par la rotation du centre d’inertie G  par rapport à l’axe )(Δ

est donnée par : GR  2π   ,  alors le volume décrit par cette surface est égal à : 

S     2/ GRV π=Δ          d’où    
S

V
RG 2

/

π
Δ=

Dans le cas d’un système homogène composé de plusieurs surfaces on aura : 

totale

totale
G

V
R

S   2
/

π
Δ=

si l’axe  représente l’axe  nous aurons : )(Δ ),(
→

yO
totale

oytotal
G S

V
x

   2
/

π
=

si l’axe  représente l’axe  nous aurons : )(Δ ),(
→

xO
totale

oxtotal
G S

V
y

  2
/

π
=

5. Opérateur d’inertie (tenseur d’inertie) : Moment d’inertie et produit d’inertie

La notion d’opérateur d’inertie permet d’exprimer les divers torseurs, déjà vue précédemment, 

afin de faciliter l’étude de la cinétique et de la dynamique des solides. 

5.1  Opérateur produit vectoriel 

Considérons deux vecteurs     et      dont les composantes sont exprimées dans une base 

orthonormée directe   : 

→

u
→

V

),,,(
→→→

kjiOR

→→→→

++= kujuiuu zyx      ,    
→→→→

++= kZjYiXV

Le produit vectoriel des deux vecteurs s’écrit : 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−
−

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
∧

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=∧

→→

XuYu
ZuXu
YuZu

Z
Y
X

u
u
u

Vu

yx

xz

zy

z

y

x
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Comme le vecteur  est connu et    quelconque, on constate que l’on peut passer du 

vecteur  au vecteur     par une opération linéaire très simple à vérifier. Le produit 

vectoriel est distributif, par rapport à l’addition et à la multiplication, nous pouvons alors 

écrire :  

→

u
→

V
→

V
→→

∧Vu

IR∈∀ λ     et      on a :   3IRV ∈∀
→

)(
→→→→

∧=∧ VuVu λλ

3
21 , IRVV ∈∀

→→

   on a aussi  :  
→→→→→→→

∧+∧=+∧ 2121 )( VuVuVVu

on peut conclure que l’on passe du vecteur    au vecteur  , par application d’un 

opérateur linéaire que l’on notera : [    ;  d’où l’écriture :   qui se traduit sous 

forme matricielle dans la base orthonormée  par :   

→

V
→→

∧Vu

]A [ ]
→→→

=∧ VAVu

),,,(
→→→

kjiOR

[ ]
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−
−

Z
Y
X

A
Z
Y
X

uu
uu

uu

XuYu
ZuXu
YuZu

xy

xz

yz

yx

xz

zy

0
0

0

La matrice     est antisymétrique dans cette base. 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−

0
0

0

xy

xz

yz

uu
uu

uu

Pour déterminer le tenseur d’inertie, nous avons besoin d’un nouvel opérateur qui est le 

double produit  Vectoriel :   car le produit vectoriel est 

antisymétrique. D’après les relations précédentes, nous pouvons écrire cet opérateur sous la 

forme : . 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∧∧−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∧∧

→→→→→→

)()( VuuuVu

[ ] [ ]
→→→→→→

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∧=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∧∧ VAVAuVuu 2)(
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Cet opérateur est aussi un opérateur linéaire et son écriture sous la forme matricielle dans la  

base  est la suivante : [ ]),,,(
→→→

kjiOR
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+−
+−

+−
=

)(
)(

)(

22

22

22

2

yxzyzx

zyzxyx

zxyxzy

uuuuuu
uuuuuu
uuuuuu

A

On voit bien que la matrice [   est symétrique et de même pour la matrice ]2A [ ] [ ]2AB −=  ,

alors nous utiliserons cette dernière afin de représenter les tenseurs d’inertie d’un solide dans 

une base orthonormée . ),,,(
→→→

kjiOR

5.2.  Opérateur d’inertie  

5.2.1.  Définition du moment d’inertie d’un solide 

Soit un solide de masse  dm  lié à une tige (AA’)  de masse négligeable, en rotation autour 

d’un axe ( . Si on applique un couple au système (tige + masse), il se mettra à tourner 

librement autour de l’axe . L’étude dynamique de ce système se fera dans les prochains 

chapitres. Le temps nécessaire à cet élément de masse  dm  pour atteindre une vitesse de 

rotation donnée est proportionnel à la masse  dm  et au carré de la distance  r  qui sépare la 

masse de l’axe .  C’est pour cette raison que le produit       est appelé moment 

d’inertie de la masse dm  par rapport à l’axe 

)Δ

)(Δ

)(Δ dmr 2

)(Δ . 

)(Δ

A’ A r 
dm 

5.2.2.  Matrice d’inertie : Moments et produits d’inertie d’un solide 

Soit un repère orthonormé et un solide (S)  tel que O),,,(
→→→

kjiOR )(S∈ . Le moment d’inertie 

de ce solide par rapport au point O est obtenu en intégrant la relation   . dmr 2 ∫=
)(

2

S
O dmrI
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les intégrales sont calculées sur le solide. Celui-ci peut être linéaire, surfacique ou volumique. 

L’élément d’intégration dm(P) est situé en un point  P du solide. 

L’opérateur d’inertie s’écrit : ,  le vecteur  est indépendant du 

point P . Le point  P  est un point quelconque du solide (S)  et dm  est l’élément de masse 

entourant le point  P .  Le tenseur d’inertie du solide au point  O  est représenté dans la base 

 par une matrice notée   : appelée matrice d’inertie en O dans la base 

  du solide (S) :    

∫
→→−→−→

∧∧−=
)(

)()(
S

O dmVOPOPVI
→

V

),,,(
→→→

kjiOR RO SI /)(

),,,(
→→→

kjiOR
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−
−−

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−=

zzyzxz

yzyyxy

xzxyxx

RO

III
III
III

E D C

− F    − E
−DF B

A
SI /)(

La matrice    est symétrique, réelle et diagonisable.  Elle admet trois valeurs propres 

réelles et trois directions propres réelles et orthogonales. 

RO SI /)(

• Les valeurs propres sont appelées moments principaux d’inertie ;

• Les directions propres sont appelées axes principaux d’inertie.

Si le point  P  a pour coordonnées dans la base , le vecteur  a pour 

expression :   et d’après ce que l’on vient de voir précédemment, 

 , les éléments de la matrice d’inertie s’écriraient sous la forme : 

),,( zyx ),,,(
→→→

kjiOR
→−−

OP

→→→→−−

++= kzjyixOP

∫
→→−→−→

∧∧−=
)(

)()(
S

O dmVOPOPVI

Moment d’inertie par rapport à l’axe (Ox) :  ∫ +=
)(

22 )(
S

xx dmzyI

Moment d’inertie par rapport à l’axe (Oy) : ∫ +=
)(

22 )(
S

yy dmzxI

Moment d’inertie par rapport à l’axe (Oz) :  ∫ +=
)(

22 )(
S

zz dmyxI
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Moment d’inertie par rapport au plan (Oxy) :       :  ou  produit d’inertie ∫=
)(S

xy xydmI

Moment d’inertie par rapport au plan (Oxz) :        :  ou  produit d’inertie ∫=
)(S

xz xzdmI

Moment d’inertie par rapport au plan (Oyz) :        :  ou  produit d’inertie ∫=
)(S

yz yzdmI

5.2.3.  Solides présentant des plans de symétrie 

Certains solides présentent des formes particulières admettant des plans de symétrie par 

rapport aux axes du repère  choisi. Pour chaque plan de symétrie, les produits 

d’inertie sur les deux autres plans sont nuls : 

),,,(
→→→

kjiOR

)(xOy  plan de symétrie  ====>   0== yzxz II

)( yOz  plan de symétrie  ====>   0== xyxz II

)(xOz  plan de symétrie  ====>   0== yzxy II  

a) si  (xOy)  est un plan de symétrie du solide

P(+z)  est symétrique du point P(-z) par rapport au plan (xOy) d’où : 

∫
∈

=
)(

0
SP

xzdm   et    donc  ∫
∈

=
)(

0
SP

yzdm 0== yzxz II

x 

P(+z) 

P(-z) 

 z 

 y

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

−
=

zz

yyxy

xyxx

RO

I
II
II

SI
00

0
0

)( /

Dans ce cas l’axe Oz  qui est perpendiculaire au plan (xOy)  est un axe principal d’inertie ; 

nous pouvons le montrer facilement par le produit suivant : 

→−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

−

1
0
0

1
0
0

00
0
0

zz

zz

yyxy

xyxx

I
I

II
II
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En effet, tout axe orthogonal à un plan de symétrie matérielle est axe principal d’inertie sur 

tous les points du plan. 

b) si  (yOz)  est un plan de symétrie du solide

P(+x)  est symétrique du point P(-x) par rapport au plan (yOz) d’où : 

∫
∈

=
)(

0
SP

xzdm   et    donc  ∫
∈

=
)(

0
SP

xydm 0== xyxz II

 y

x 
P(+x) 

P(-x) 

 z 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−=

zzyz

yzyy

xx

RO

II
II

I
SI

0
0

00
)( /

Dans ce cas l’axe    perpendiculaire au plan (yOz)  est un axe principal d’inertie . 
→−

Ox

c) si  (xOz)  est un plan de symétrie du solide

P(+y)  est symétrique du point P(-y) par rapport au plan (xOz) d’où : 

∫
∈

=
)(

0
SP

yzdm et    donc  ∫
∈

=
)(

0
SP

xydm 0== xyyz II  

x 

 z 

 y
P(+y) 

P(-y) 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
=

zzxz

yy

xzxx

RO

II
I

II
SI

0
0

0
)( /

Dans ce cas l’axe    perpendiculaire au plan (xOz)  est un axe principal d’inertie. 
→−

Oy

5.2.4   Solides présentant un axe de symétrie 

Soit    un axe de symétrie matérielle d’un solide (S). Pour chaque élément de masse  dm  

du solide ayant une coordonnée (+x)  nous pouvons lui associer un élément  dm  symétrique  

→−

Ox

par rapport à l’axe Ox et de coordonnée (-x)  de telle sorte que:   et  
→−

∫
∈

=
)(

0
SP

xzdm ∫
∈

=
)(

0
SP

xydm
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On remarque de la même manière que précédemment, l’axe Ox  est un axe principal d’inertie. 

Tout axe de symétrie matériel est un axe principal d’inertie sur tous les points de l’axe. 

→−

Remarques 

• Tout repère orthogonal direct, dont deux de ses plans sont des plans de symétrie matérielle

du solide, est un repère principal d’inertie du solide.

• Tout repère orthogonal direct, dont deux de ses axes sont des axes de symétrie matérielle

du solide, est un repère principal d’inertie du solide.

5.3.  Solides à symétrie de révolution 

Dans le cas des solides ayant un axe de révolution tel que (cylindre, disque, cône, etc…), la 

masse est répartie de façon symétrique autour de cet axe. Soit un cylindre d’axe de révolution 

 dans un repère orthonormé .  Tout plan passant par l’axe   est un plan de 

symétrie, d’après ce que l’on a vu précédemment tous les produits d’inertie sont nuls. 

→−

Oz ),,,(
→→→

zyxOR
→−

Oz

yzxzxy III ==

 z 

 yx 

 z 

 yx 

5.4.  Solides à symétrie sphériques 

Pour tout solide à symétrie sphérique (sphère pleine où creuse)  
 z 

 y

x 

de centre  O , tous les repères   ayant pour centre  ),,,(
→→→

zyxOR

le même point O  sont des repères principaux d’inertie. 

Les trois axes du repère jouent le même rôle, alors tous les 

 moments d’inertie sont égaux : 
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zzyyxx III ==    et tous les produits d’inertie sont nuls car tous les plans sont des plans de 

symétrie : 0=== yzxzxy III

Nous pouvons écrire : 

∫∫∫∫ ++=+++++==++
)(

222

)(

22

)(

22

)(

22 )(2)()()(3
SSSS

xxzzyyxx dmzyxdmyxdmzxdmzyIIII

∫ ++=
)(

222 )(
3
2

S
xx dmzyxI

5.5.  Solides plans 

Dans le cas des solides plans, l’une des coordonnées de l’élément  dm  est nulle. Si le solide 

est dans le plan (xOy) alors  z = 0  .  

On déduit immédiatement que :    ,         d’où :   ∫=
)(

2

S
xx dmyI ∫=

)(

2

S
yy dmxI

yyxx
S

zz IIdmyxI +=+= ∫
)(

22 )(  ; et 0== yzxz II  ;   ∫=
)(S

xy xydmI

 y

 x
 o 

Le moment d’inertie par rapport à l’axe perpendiculaire au plan du solide est égal à la somme 

des moments par rapport aux deux axes du plan du solide. 

5.6.  Moments d’inertie par rapport à O , aux axes et aux plans du repère  ),,,(
→→→

zyxOR

Le moment d’inertie d’un solide  (S)  déjà défini précédemment par rapport à un point O, un 

axe où un plan est donné par l’intégrale :     où  P  est un point du solide et  r la

distance du point P par rapport au point O, par rapport à l’axe ou par rapport aux plans du 

repère. 

∫
)(

2 )(
S

Pdmr
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a) Moment d’inertie par rapport au point O.

 z 

 y 
O

 P 

 x

il est donné par :    ∫=
)(

2 )(
S

O PdmrI

où  2r  : représente la distance 2222 zyxOP ++=

alors : ∫ ++=
)(

222 )()(
S

O PdmzyxI

b) Moment d’inertie par rapport aux axes

b.1.) axe 
→−

Ox

 y

 x

O

 P  z 

 r2

il est donné par : ∫=
)(

2 )(
S

xx PdmrI

où  2r  : représente la distance du point  P  à l’axe Ox;  

d’où  ;   alors : 222 zyOP += ∫ +=
)(

22 )()(
S

xx PdmzyI

b.2.) axe 
→−

Oy

 y

 x

O

 P 

 z 

 r2

il est donné par :    ∫=
)(

2 )(
S

yy PdmrI

où  2r  : représente la distance du point  P  à l’axe Oy ; 

d’où  ; alors : 222 zxOP += ∫ +=
)(

22 )()(
S

xx PdmzxI

b.3.) axe 
→−

Oz

il est donné par :   ∫=
)(

2 )(
S

zz PdmrI

 z 

 y

 xO

 P 
 r2 où  2r  : représente la distance du point  P  à l’axe Oz ; 

d’où  ;  alors : 222 yxOP += ∫ +=
)(

22 )()(
S

zz PdmyxI
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Les moments d’inertie par rapport aux plans (xOy),  (xOz),  (yOz)  sont donnés en fonction de 

la distance qui sépare le point  (P)  du plan considéré, ce qui se traduit par les équations 

suivantes : 

∫=
)(

2 )(
S

xOy PdmzI    ,         ,     ∫=
)(

2 )(
S

xOz PdmyI ∫=
)(

2 )(
S

yOz PdmxI

Il résulte des différentes relations précédentes que :  

a) La somme des moments d’inertie d’un solide par rapport aux trois axes d’un repère

orthonormé est  égale au double du moment d’inertie du solide par rapport au centre du

repère.

O
S

SSS
zzyyxx

Idmzyx

dmyxdmzxdmzyIII

2)(2 

)()()(

)(

222

)(

22

)(

22

)(

22

=++=

+++++=++

∫

∫∫∫

Ozzyyxx IIII 2=++

b) La somme des moments d’inertie d’un solide par rapport à deux plans perpendiculaires est

égale au moment d’inertie du solide par rapport à l’axe d’intersection des deux plans.

     ,     xxzOxyOx III =+ yyzOyxOy III =+      ,     zzyOzxOz III =+

6. Détermination des axes principaux et des moments principaux d’inertie

Soit une matrice d’inertie d’un solide  (S),  dans une base orthonormée , de la 

forme :      , il existe au moins une base orthonormée de même 

centre  O  et de vecteurs unitaires  ,  notée    appelée base 

principale ou repère principal d’inertie au point O.   

),,,(
→→→

zyxOR

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−
−−

=
CDE
DBF
EFA

SI RO /)(

),,( 321

→→→

eee ),,,( 321

→→→

eeeORP
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Dans cette base principale, les axes  ,  ,   sont les axes principaux 

d’inertie et la matrice d’inertie est une matrice diagonale. Les éléments de cette diagonale sont 

appelés moments principaux d’inertie dans cette base. 

),( 1

→

eO ),( 2

→

eO ),( 3

→

eO

La matrice d’inertie dans la base  s’écrirait : ),,,( 321

→→→

eeeORP

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

3

2

1

/

00
00
00

)(
I

I
I

SI
PRO

avec      moments principaux. 321    ,   , III

Les axes , ,  étant des axes principaux, nous pouvons écrire : ),( 1

→

eO ),( 2

→

eO ),( 3

→

eO

→→

= 111/   )( eIeSI RO    ,           , 
→→

= 222/   )( eIeSI RO

→→

= 333/   )( eIeSI RO

D’une façon générale nous aurons : 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−
−−−
−−−

⇔

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−
−−

→

→

→

→

→

→

→

→

→

0
0
0

 

 

 

 

 

 

00
00
00

 

 

 

3

2

1

3

2

1

3

2

1

3

2

1

3

2

1

e

e

e

ICDE
DIBF
EFIA

e

e

e

I
I

I

e

e

e

CDE
DBF
EFA

Les vecteurs unitaires   ne sont pas nuls, alors ce système admet une solution si le  ),,( 321

→→→

eee

déterminant de la matrice est nul :    0

3

2

1

=
−−−
−−−
−−−

ICDE
DIBF
EFIA

 

La solution de cette équation scalaire donne les trois valeurs propres qui sont les moments 

principaux d’inertie. En reportant ces valeurs propres dans l’équation   

on obtient les vecteurs propres qui ne sont autre que les directions principales. 

→→

= iiiRO eIeSI   )( /
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7. Moment d’inertie par rapport à un axe  quelconque dans un repère 

orthonormé direct  

),(
→

Δ nO

),,,(
→→→

zyxOR

Soit  (P)  un point du solide (S) de masse  m  et un axe  )(Δ  passant par le centre O du repère 

de vecteur unitaire  .  Le moment d’inertie par rapport à l’axe 
→

n )(Δ  est donné par :  

∫∫
∈∈

Δ ==
)(

2

)(

2

SPSP

dmHPdmrI    ;  avec  rHPHP ==
→−

   ; distance de l’élément matériel   dm(P)   

à l’axe ( ,  H est la projection orthogonale de  P  sur cet axe. )Δ

 →

z

 →

y

 →

x

P

H

)(Δ

o

Nous avons : OP   ,    on déduit  que : 
→−−→−−→−−

+= HPOH
→−−→→−−→→−−→−−→

∧+∧=+∧ HPnOHnHPOHn )(

Comme      et  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⊥
→−−→

→−−→

HPn
OHn// 1=

→

n   alors :  rOPHPnOPn ==∧=∧
→−−→−−→→−−→

Si     et     ont pour coordonnées        et      OP
→

n
→−−

OP
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
=

→

γ
β
α

n
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
=

→−

z
y
x

Les composantes du vecteur unitaire  porté par l’axe 
→

n )(Δ  sont appelées cosinus directeurs. 

Nous avons alors 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−
−

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
∧

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=∧

→−−→

xy
zx
yz

z
y
x

OPn
βα
αγ
γβ

γ
β
α
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D’où : ( ) ( ) ( ) 2222
22

rxyzxyzHPnOPn =−+−+−=∧=∧
→−−→→−−→

βααγγβ

En remplaçant  2r    dans l’expression :     on aboutit à :  ∫
∈

Δ =
)(

2

SP

dmrI

( ) ( ) ( )( )∫
∈

Δ −+−+−=
)(

222

SP

dmxyzxyzI βααγγβ  

dmyzdmxzdmxy

dmyxdmzxdmzyI

SPSPSP

SPSPSP

∫∫∫

∫∫∫

∈∈∈

∈∈∈
Δ

−−−

+++++=

)()()(

)(

222

)(

222

)(

222

2                2           2       

)(       )(     )(

βγαγαβ

γβα

yzxzxyzzyyxx IIIIIII βγαγαβγβα 222  222 −−−++=Δ         ;    cette expression représente 

l’ellipsoïde d’inertie, elle peut se mettre sous la forme matricielle suivante : 

( )
→→

Δ =
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−
−−

= nSIn
III
III
III

I O
T

zzyzxz

yzyyxy

xzxyxx

).(.,,
  

γ
β
α

γβα

Le moment d’inertie d’un solide (S) par rapport à un axe )(Δ  passant par un point O et de 

vecteur unitaire  est égal au produit doublement contracté du tenseur d’inertie O par le 

vecteur unitaire . 

→

n
→

n

8. Produit d’inertie par rapport à deux axes orthogonaux  et  ),(
→

Δ uO ),('
→

Δ vO

8.1.  Définition 

Le produit d’inertie noté    est défini comme étant l’intégrale des coordonnées   et  

du point  P  relativement au axes  et   :  

uvI ux vx

),(
→

Δ uO ),('
→

Δ vO ∫=
)(SP

vuuv dmxxI

ux  :  coordonnée de  P  sur l’axe  tel que : ),(
→

Δ uO
→

•

→−−

= uOPxu

vx  :  coordonnée de  P  sur l’axe  tel que : ),('
→

Δ vO
→

•

→−−

= vOPxv
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Le tenseur d’inertie étant connu au point  O  , le produit d’inertie par rapport  aux deux axes a 

pour expression : 
→→

−= uSIvI Ouv ).(.

8.2.   Démonstration 

Deux propriétés vectorielles seront utilisées dans la démonstration de l’expression du produit 

d’inertie :  

- le produit mixte dont on connaît la règle de permutation : 

),,(),,(),,( 132213321

→→→→→→→→→

== VVVVVVVVV

- le double produit vectoriel dont on connaît le résultat. 

    ))(())(()()(
→

•

→→

•

→→

•

→→

•

→→→

•

→→

−=∧∧ CBDADBCADCBA

on pose :   
→→→−→→→→−→

==== vDOPCuBOPA   ,      ,       ,    

))(())(())(()()(
→−

•

→→

•

→−→−

•

→→

•

→−→

•

→→

•

→−→→−

•

→→−

−=−=∧∧ OPuvOPOPuvOPvuuOPvOPuOP

car :  0)( =
→

•

→

vu

)()())((
→→−

•

→→−→−

•

→→

•

→−

∧∧−= vOPuOPOPuvOP

 
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∧−=

∧∧−=
→−→→−→

→−→

•

→−→

)   ,  ),(

)()(

OPvOPu

OPvOPu

)( ()(  ,   ,  )   ,  ),())((
→−→→−

•

→→−→→−→→−→→−→→−

•

→→

•

→−

∧∧−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∧−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∧−= OPuOPvOPuOPvOPvOPuOPuvOP  

 
44 344 21444 3444 21

21

  )()()()(
→−

•

→→−

•

→→−

•

→−→

•

→→−

•

→→−→−

•

→−→

•

→

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −−= OPuOPvOPOPuvOPuOPOPOPuv

Soit :     ;          ;         
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
=

→−

z
y
x

OP
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
=

→

3

2

1

u
u
u

u
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
=

→

3

2

1

v
v
v

v
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(1) :  ))(()( 222
332211 zyxuvuvuvOPOPuv ++++−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

→−

•

→−→

•

→

)()()( 222
33

222
22

222
11 zyxuvzyxuvzyxuv ++−++−++−=

(2) 
2

332313

32
2

2212

3121
2

11321321

     u   

      

   ))(()(

zuvyzuvxzv

yzuvyuvxyuv

xzuvxyuvxuvzuyuxuzvyvxvOPuOPv

+++

+++

++=++++=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ →−

•

→→−

•

→

yzuvuvxzvuvxyuvuv
yxuvzxuvzyuvxx vu

 ( )u ( ) ( 
)()()(.   )2()1(

233213311221

22
33

22
22

22
11

++++++
+−+−+−=⇒+

Le produit d’inertie est donné par l’intégrale :   d’où ∫=
)(SP

vuuv dmxxI

∫∫∫

∫∫∫

∈∈∈

∈∈∈

++++++

+−+−+−=

SPSPSP

SPSPSP
uv

yzdmuvuvxzdmvuvxydmuvuv

dmyxuvdmzxuvdmzyuvI

)( )u ( ) (        

)()()(

233213311221

22
33

22
22

22
11

Cette expression s’écrira sous forme matricielle : 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−
−−

−−−=

3

2

1

321 ),,(
u
u
u

III
III
III

vvvI

zzyzxz

yzyyxy

xzxyxx

uv    ⇔
→→

−= uSIvI Ouv ).(.

Le produit d’inertie du solide  (S)  par rapport aux axes orthogonaux  et   est 

égal à l’opposé du produit doublement contracté du tenseur d’inertie  par les vecteurs 

unitaires   et . 

),(
→

Δ uO ),('
→

Δ vO

)(SIO

→

u
→

v
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⎜
⎜

⎝

⎛

→

→

→

→
→

→

→

1

1

1

0

0

0

10

z

y

x

P

z

y

x

RR

9. Changement de repère.

Soit un repère orthonormé fixe:  et un repère en rotation par 

rapport à celui-ci. A l’aide de la matrice de passage nous pouvons exprimer le moment 

d’inertie dans l’un des repères et le déduire dans l’autre repère et inversement. 

),,,( 0000

→→→

zyxOR ),,,( 1111

→→→

zyxOR

En effet nous pouvons écrire :  

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

→

→

→

→
→

→

→

0

0

0

1

1

1

01

z

y

x

P

z

y

x

RR           ;      ⎜    ,   avec   : 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

T
RRRR PP

0110 →→ =

La matrice de passage de    vers    notée :  ;  permet de déduire la matrice 

d’inertie du solide dans le repère   en la connaissant dans le repère   et inversement. 

0R 1R
10 RRP →

1R 0R

100101
.)(.)( // RRRO

T
RRRO PSIPSI →→=

011010
.)(.)( // RRRO

T
RRRO PSIPSI →→=

Exemple d’application :   

Déterminer la matrice d’inertie de la barre AB de longueur L  de masse m dans le repère 

en rotation par rapport au repère fixe  .  ),,,( 1111

→→→

zyxOR ),,,( 0000

→→→

zyxOR
En  déduire la matrice d’inertie dans le repère .  0R
On détermine la matrice d’inertie de la barre dans le repère  :  Nous avons un solide 

linéaire :  

1R

dxdm λ=  ;    y = 0  et  z = 0  d’où :  0=== yzxzxy III    et    0=xxI

→

1x

o

B 

α

A

→

0x

α

→

1y

→

0y
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3

2
2

)(

2 mLdxxdmxII
L

LS
zzyy ==== ∫∫

+

−

λ    d’où : 

1

2

2

3
00

0
3

0

000

)(
1

R
mL

mLSI RO

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

On détermine la matrice de passage de  vers   en exprimant les vecteurs unitaires de 

en fonction de ceux de  : 

1R 0R 1R

0R

→→→→

→→→→

→→→→

++=

++−=

++=

0001

0001

0001

     .0       .0    

.0cossin

.0sincos

zyxz

zyxy

zyxx

αα

αα

         ⇒

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

→

→

→

→

→

→

0

0

0

1

1

1

100
0cossin
0sincos

z

y

x

z

y

x

αα
αα

avec :     et   
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=→

100
0cossin
0sincos

01
αα
αα

RRP
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −
== →→

100
0cossin
0sincos

0110
αα
αα

T
RRRR PP

La matrice d’inertie dans le repère   sera égale à : 0R
011010

.)(.)( // RRRO
T

RRRO PSIPSI →→=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −
=

100
0cossin
0sincos

3
00

0
3

0

000

100
0cossin
0sincos

)(
2

2

/ 0
αα
αα

αα
αα

mL

mLSI RO

3
00

0cos
3

cossin
3

0cossin
3

sin
3

)(

0

2

2
22

2
2

2

/ 0

R

mL

mLmL

mLmL

SI RO

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

= ααα

ααα
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10. Translation du repère  R  de centre O  vers un centre A

On considère un solide (S)  dont la matrice d’inertie est connue au point O  d’un repère fixe 

. Soit un point A de coordonnées  centre du  repère 

 en translation par rapport à . 

),,,( 000

→→→

zyxOR ),,( AAA zyx

),,,( 000

→→→

zyxAR ),,,( 000

→→→

zyxOR

La matrice d’inertie au point  A   du solide (S) est donnée par : 
→

0z→

0z

→

0x

O

A

→

0x

→

0y

→

0y

0

0
)(

RIII
III
III

SI

AzzAyzAxz

AyzAyyAxy

AxzAxyAxx

RA

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−
−−

=

Les éléments de cette matrice s’obtiennent en  

remplaçant le vecteur OP  comme précédemment  
→−

par le vecteur 
→−

AP   dans l’opérateur d’inertie. 

Nous avons en effet : 
→→→→−→−→−

−+−+−=−= 000 )()()( zzzyyyxxxOAOPAP AAA

On obtient ainsi les moments et les produits d’inertie en A : 

( )∫ −+−=
)(

22 )()(
S

AAAxx dmzzyyI

∫∫∫∫∫ −−+++=
)()()(

2

)(

2

)(

22 22)(
S

A
S

A
S

A
S

A
S

Axx zdmzydmydmzdmydmzyI  

Soit  m  la masse du solide (S) et  G  son centre d’inertie. Les coordonnées  du 

centre d’inertie dans le repère déjà exprimé au début du chapitre, ont pour 

expression :    

),,( GGG zyx

),,,( 000

→→→

zyxOR

∫=
)(

1

S
G xdm

m
x    ;   ∫=

)(

1

S
G ydm

m
y      ;       ∫=

)(

1

S
G zdm

m
z

G
S

mxxdm =∫
)(

      ;           ;      G
S

myydm =∫
)(

G
S

mzzdm =∫
)(
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En remplaçant ces termes dans l’expression de   , on obtient : AxxI

( )GAGAAAOxxAxx zzyyzymII 22)( 22 −−++=   , et par permutation les autres termes 

( )GAGAAAOyyAyy zzxxzxmII 22)( 22 −−++=

( )GAGAAAOzzAzz yyxxyxmII 22)( 22 −−++=

De la même manière pour les produits d’inertie nous avons : 

∫∫∫∫∫ +−−=−−=
)()()()()(

))((
S

AA
S

A
S

A
SS

AAAxy dmyxxdmyydmxxydmdmyyxxI

( AAGAGAOxyAxy yxxyyxmII −+−= ( )  et par permutation les autres termes 

( )AAGAGAOxzAxz zxxzzxmII −+−= (

( )AAGAGAOyzAyz zyyzzymII −+−= (

11. Théorème de HUYGENS

Si le tenseur d’inertie est connu au centre d’inertie  G  du solide  (S)  dans la base 

 ; alors on peut déterminer le tenseur d’inertie au point O  dans la même base. ),,,( 000

→→→

zyxOR

Reprenons le cas précédent avec le point  A  qui coïncide avec le centre d’inertie du solide  

(S),  nous aurons dans le repère  :  ),,,( 000

→→→

zyxGR
→−→−→−

−= OGOPGP

→

0z→

0z

→

0x

O

G

→

0x

→

0y

→

0y
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En remplaçant par les opérateurs d’inertie on obtient : 
000 /// )()()( ROGRORG SJSISI −=

En utilisant les relations trouvées précédemment, en changeant le centre du repère en G, nous 

déduisons facilement : 

( ) )(22)( 2222
GGOxxGGGGGGOxxGxx zymIzzyyzymII +−=−−++=

( ) )(22)( 2222
AGOyyGGGGAGOyyGyy zxmIzzxxzxmII +−=−−++=  

( ) )(22)( 2222
GGOzzGGGGGGOzzGzz yxmIyyxxyxmII +−=−−++=  

De la même manière pour les produits d’inertie nous avons : 

( ) GGOxyGGGGGGOxyGxy ymxIyxxyyxmII −=−+−= (

( ) GGOxzGGGGGGOxzGxz zmxIzxxzzxmII −=−+−= (

( ) GGOyzGGGGGGOyzGyz zmyIzyyzzymII −=−+−= (

d’où : 

0

22

22

22

)(
)(

)(
)(

0

Ryxmzmyzmx
zmyzxmymx
zmxymxzym

SJ

GGGGGG

GGGGGG

GGGGGG

ROG

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+−−
−+−
−−+

=

Ces expressions permettent de déterminer la matrice d’inertie du solide en O : , dans 

le repère ,  en connaissant la matrice d’inertie en  G : dans le même 

repère car elle est plus souvent facile à déterminer. 

0
)( RO SI

),,,( 000

→→→

zyxOR
0

)( RG SI

000
)()()( ROGRGRO SJSISI +=

Cette expression permet de connaître les six relations de Huygens, qui lient les moments 

d’inertie et les produits d’inertie en un point  O d’un repère et le centre d’inertie G du solide 

dans le même repère. 

)( 22
GGGxxOxx zymII ++= GGGxyOxy ymxII +=

 )( 22
AGGyyOyy zxmII ++= GGGxzOxz zmxII +=

)( 22
GGGzzOzz yxmII ++= GGGyzOyz zmyII +=
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GGG zyx

Le théorème de Huygens est très pratique car il permet de déterminer le moment d’inertie 

d’un solide dans n’importe point O de l’espace centre du repère  , en connaissant  ),,,(
→→→

zyxOR

le moment d’inertie au centre d’inertie  G  de coordonnées ( (  par rapport au même 

repère. 

),,

Exemple : 

Déterminer le moment d’inertie au point O de la plaque mince rectangulaire  de masse m , de 

longueur  2a et de largeur 2b  de centre d’inertie G (a, b, 0) 

On détermine le moment d’inertie de la plaque au point G, puis par le théorème de Huygens, 

on le déduit au point O. 

Les plans (xGz)  et  (yGz)  sont des plans de symétrie, alors tous les produits d’inertie sont 

nuls :  ; la matrice d’inertie en G est diagonale. 0=== GyzGxzGxy III

 y 

 2b

 2a  x 

Masse de la plaque :  abm 4 σ=  

Nous avons un solide plan : z = 0     ⇒ GyyGxxGzz III +=   ,  

33
4

3
22.

22
32222 mbbabbadyydxdxdyydsydmyI

b

b

a

aSSS
Gxx ======= ∫∫∫∫∫

+

−

+

−

σσσσσ

33
42.

3
2.

22
32222 maaabbadydxxdxdyxdsxdmxI

b

b

a

aSSS
Gxx ======= ∫∫∫∫∫

+

−

+

−

σσσσσ

)(
3

22 bamIII GyyGxxGzz +=+=



291

CINETIQUE 

1. Définition

La résultante cinétique (quantité de mouvement), le moment cinétique (moment de la 

quantité de mouvement), la résultante dynamique (quantité d’accélération), le moment 

dynamique et l’énergie cinétique, constituent les éléments de la cinétique. 

La cinétique a pour objet l’étude des relations entre les éléments de la cinématique et la 

géométrie des masses. 

2. Résultante cinétique, moment cinétique

- La résultante cinétique (quantité de mouvement) d’un point matériel  M , de masse  m  et 

de vitesse   est définie par la grandeur vectorielle :  )(MV
→

)(MVmP
→→

=  ; 

- Le moment cinétique   du point matériel  M  en un point  A  quelconque de l’espace est 

donné par le moment de la quantité de mouvement en  A , il a pour grandeur : 

→

Aσ

)(
   

MVmAMA

→→−−→

∧=σ

2.1.  Quantité de mouvement d’un système matériel (S)  

a) Système matériel discret :

Le système est constitué d’un ensemble de point  Mi  de masse  mi  et de vitesses   dans 

un repère R. 

)( iMV
→

- La résultante cinétique (quantité de mouvement) du système est donnée par la grandeur 

vectorielle :  ∑
→→

=
i

ii MVmP )(  

- Le moment cinétique   du système matériel   (S)  en un point  A  quelconque de 

l’espace est donné par le moment de la quantité de mouvement en  A , il a pour grandeur 

vectorielle : 

→

Aσ

∑
→→−−→

∧=
i

iiiA MVmAM )(σ
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cette relation est appelée loi de variation du moment cinétique 

b) Système matériel continu :

Dans le cas d’un système matériel continu (S) : linéaire, surfacique où volumique nous avons : 

- La résultante cinétique (quantité de mouvement) du système matériel continu, est 

donnée par la grandeur vectorielle :  ; ∫
→→

=
S

dmMVP )(

- Le moment cinétique    du système matériel continu (S) en un point  A  quelconque 

de l’espace est donné par le moment de la quantité de mouvement en A , il a pour 

grandeur vectorielle :  

→

Aσ

∫
→→−−→

∧=
S

A dmMVAM )(σ

3. Torseur cinétique

Soit un solide  (S)  de masse m et de centre d’inertie G, en mouvement par rapport à un repère 

fixe R.  Soit M un point de ce solide et deux points  A et B quelconque de l’espace mais 

connus dans le repère R. 

Par définition nous avons les moments cinétiques en A  et  B  qui sont donnés par : 

∫
→→−−→

∧=
S

A dmMVAM )(σ      et     ∫
→→−−→

∧=
S

B dmMVBM )(σ

∫∫∫∫
→→−−→→−−→−−→→−−→→−−→→

∧=∧−=∧−∧=−
SSSS

BA dmMVABdmMVBMAMdmMVBMdmMVAM )()()()()(σσ

→→−−→→−−→→

∧=∧=− ∫ PABdmMVAB
S

BA )(σσ

On constate que le moment cinétique obéit à la loi des transports des moments. Nous pouvons 

alors construire un torseur cinétique dont les éléments de réduction sont : la résultante 

cinétique et le moment cinétique. 

[ ]
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

∧=

=
=

∫

∫
→→−−→

→→

S
A

S
A

dmMVAM

dmMVP
C

)(

          )(

σ

∫
→→

=
S

dmMVP           )(      : résultante cinétique ou quantité de mouvement du système (S) 

∫
→→−−→

∧=
S

A dmMVAM )(σ    : Moment cinétique au point A  du système (S) dans le repère R. 
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3.1.  Expression de la résultante cinétique d’un système matériel 

Soit un solide  (S)  de masse m et de centre d’inertie G, en mouvement par rapport à un repère 

orthonormé fixe . Quel que soit ),,,(
→→→

zyxOR )(SM ∈  nous avons par définition du centre 

d’inertie : 
→→−−

=∫ 0dmGM
S

Les points G  et M sont Mobiles dans le repère , nous pouvons écrire : ),,,(
→→→

zyxOR

→−−→−−→−−

−= OGOMGM     et leurs vitesses sont liées par la relation : 

dt
OGd

dt
OMd

dt
GMd

→−−→−−→−−

−=           ⇔ )()( GVMV
dt
GMd →→

→−−

−=

En dérivant cette expression par rapport au temps sous le signe intégrale, on obtient : 

→→→
→−−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=∫ ∫ 0)()(

S S

dmGVMVdm
dt
GMd

)()()( GVmdmGVdmMV
SS

→→→

== ∫∫     ce qui donne :  )(GVmP
→→

=

La résultante du torseur cinétique est la quantité de mouvement du centre de la masse affectée 

de la masse totale du système :  )(GVmP
→→

=

3.2. Propriétés du moment cinétique 

3.2.1.  Théorème de Koënig  

Soit   un repère orthonormé fixe. Le référentiel de Koënig (appelé aussi 

référentiel barycentrique)    est le référentiel lié au centre d’inertie du solide 

dont les axes sont parallèles à ceux du repère fixe. 

),,,(0

→→→

zyxOR

),,,(
→→→

zyxGRG
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G
→→→

+=

La vitesse du repère  par rapport au repère   est nul : GR 0R
→→

=Ω 0)/( 0RRG

(S) 

 

→

x

→

z

→

y
o

→

x

→

z

→

y
G

Nous allons chercher une relation entre : 

- le moment cinétique du système en G   

     dans son mouvement par rapport à  et   0R

- le moment cinétique du système en G   

     dans son mouvement par rapport à  .   GR

Soit  M  un point du système matériel : 

Sa vitesse dans le repère   est donnée par :  V  0R )()()( 00 MVGVM

Son moment cinétique au point  G  dans   s’écrira : 0R ∫
→→−−→

∧=
S

RG dmMVGM )(0
         

/ 0
σ

Son moment cinétique au point  G  dans   s’écrira : GR ∫
→→−−→

∧=
S

G
RG dmMVGM

G
)(

         

/σ

Nous avons alors : 

∫∫∫
→→−−→→−−→→→−−→

∧+∧=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+∧=

S

G

SS

G
RG dmMVGMdmGVGMdmMVGVGM )()()()( 00

         

/ 0
σ

or nous avons par définition du centre d’inertie : ∫   on obtient finalement :  
→→−−

=
S

dmGM 0

         

/
0

         

/ )()()(
0

→→→−−→→−−→→−−→

=∧=∧+∧= ∫∫∫ GRG
S

G

S

G

S
RG dmMVGMdmMVGMGVdmGM σσ

         

/

         

/ 0

→→

=
GRGRG σσ

Le moment cinétique en G centre d’inertie du système est le même qu’il soit présenté dans le 

repère   ou dans le repère .  0R 1R

En un point  A  quelconque de l’espace nous aurons par la formule de transport : 

)(0
         

/

         

/ 0
GVmAG

GRGRA

→→−−→→

∧+= σσ  

Nous avons ainsi le théorème de Koënig pour le moment cinétique. 
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k
i
kk

ii )()(

3.3. Moment cinétique d’un solide (S) indéformable, lié à un repère  en mouvement 

quelconque par rapport à un repère fixe . 

kR

iR

Soit  M  un point du solide, sa vitesse est donnée par la cinématique du solide, elle a pour 

expression :    V
→−−−→→→

∧Ω+= MOOVM

Le moment cinétique au point  est donné par :  kO ∫
→→−−→

∧=
S

i
kk

i dmMVMOO )()(σ

(S)

→

ix

→

iz

→

iy
io

→

kx

→

kz
→

ky

ko •M 

En remplaçant l’expression de la vitesse dans celle du moment cinétique, nous obtenons : 

∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∧Ω+∧=

→−−−→→→−−→

S
k

i
kk

i
kk

i dmMOOVMOO )()(σ

→→→−−−→→−−→→−−→

+=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∧Ω∧+∧= ∫∫ 21)()( σσσ

S
k

i
kk

S
k

i
kk

i dmMOMOdmOVMOO

avec :      et   ∫
→→−−→

∧=
S

k
i

k dmOVMO )(1σ ∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∧Ω∧=

→−−−→→−−→

S
k

i
kk dmMOMO2σ

Expression de  : 
→

1σ

∫∫

∫∫
→→−−→→−−

→→−−→−−→→−−→

∧+∧=

∧⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=∧=

S
k

i

S
k

i
k

S
k

i
k

S
k

i
k

OVdmGMdmOVGO

dmOVGMGOdmOVMO

)()(    

)()(1σ

∫∫
→→−−→→−−→

∧+∧=
S

k
i

S
k

i
k OVdmGMdmOVGO )()(1σ  
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Comme  G  est le centre d’inertie du solide, nous avons alors : ∫
→→−−

=
S

dmGM 0

d’où :   )(1 k
i

k OVmGO
→→−−→

∧=σ

Expression de  : 
→

2σ

∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∧Ω∧=

→−−−→→−−→

S
k

i
kk dmMOMO2σ  

Afin de développer cette expression, nous utilisons les coordonnées du point  M  dans le 

repère   et les composantes du vecteur vitesse de rotation   dans le repère . kR
→

Ωi
k kR

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
=

→−−−

z
y
x

R

MO

k

k          ;       
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

Ω
Ω
Ω

=Ω
→

z

y

x

k

i
k

R

  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

Ω−Ω
Ω−Ω
Ω−Ω

∧
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
=

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
∧

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

Ω
Ω
Ω

∧
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∧Ω∧

→−−−→→−−

yx

xz

zy

kkk
z

y

x

kk

k
i
kk

xy
zx
yz

Rz
y
x

Rz
y
x

RRz
y
x

R

MOMO      

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+Ω+Ω−Ω−
Ω−+Ω+Ω−
Ω−Ω−+Ω

=
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

Ω−Ω−Ω−Ω
Ω−Ω−Ω−Ω
Ω−Ω−Ω−Ω

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∧Ω∧

→−−−→→−−

)(
)(

)(

)()(
)()(
)()(

22

22

22

zxyzxz
yzzxxy

xzxyzy

Ryzyzxx
xyxyzz
zxzxyy

R

MOMO

zyx

zyx

zyx

k
zyxz

yxzy

xzyx

k

k
i
kk

  

)(

)(

)(  

22

22

22

2

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

+Ω+Ω−Ω−

Ω−+Ω+Ω−

Ω−Ω−+Ω

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∧Ω∧=

∫∫∫
∫∫∫
∫∫∫

∫
→−−−→→−−→

S
z

S
y

S
x

S
z

S
y

S
x

S
z

S
y

S
x

k

S
k

i
kk

dmzxyzdmxzdm

yzdmdmzxxydm

xzdmxydmdmzy

R

dmMOMOσ

cette expression peut s’écrire sous la forme : 

2

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

Ω
Ω
Ω

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−
−−

=
→

z

y

x

zzyzxz

yzyyxy

xzxyxx

III
III
III

σ   ⇔     [ ]
→→

Ω= i
kokI2σ
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on aboutit à l’expression finale :   qui s’écrira : 
→→→

+= 21)( σσσ k
i O

[ ]
→→→−−→

Ω+∧= i
kokk

i
kk

i IOVmGOO )()(σ

Cas particuliers : 

- Si le repère   est fixe par rapport à  alors            kR iR   0)(
→→

=k
i OV ⇒ [ ]

→→

Ω= i
kokk

i IO )(σ

- Si le point   est confondu avec le centre  G   alors   ⇒       kO
→→−−

= 0GOk [ ]
→→

Ω= i
kG

i IG)(σ

3.4.  Théorème de Koënig pour un système matériel (S) 

Sous la forme généralisée nous avons :   

)()()(
  

GVmMGGM iki
→→−−→→

∧+= σσ       avec     )()(
  

GG ki
→→

= σσ

Nous pouvons ainsi écrire la relation sous la forme :  

[ ] )()(
 

GVmMGIM ii
kG

i
→→−−→→

∧+Ω=σ

GI  : est le moment d’inertie du système en son centre d’inertie. 

4. Torseur dynamique

4.1.  Définition 

Soit  M  un point du système matériel  (S)  en mouvement par rapport à un repère fixe R. 

L’accélération du point M est donnée par :  
dt

MVdM )()(
→

→

=γ

- On appelle résultante dynamique ou (quantité d’accélération) du point M : 

∫
→→

=
S

dmMD )(γ    ou   ∑
→→

=
i

ii MmD )(γ

- On appelle moment dynamique, le moment de la résultante dynamique (moment de la 

quantité d’accélération) par rapport à un point  A  du repère  R : 

∫
→→−−→

∧=
S

A dmMAM )(γδ    où   ∑
→→−−→

∧=
i

iiiA MmAM )(γδ
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On construit le torseur dynamique avec ces deux grandeurs comme éléments de réduction de 

ce torseur. Le torseur dynamique en un point  A  du repère R  s’exprime sous la forme : 

[ ]
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

∧=

=
=

∫

∫
→→−−→

→→

S
A

S
A

dmMAM

dmMD
D

)(

          )(

γδ

γ
où        [ ]

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

∧=

=
=

∑

∑
→→−−→

→→

i
iiiA

i
ii

A
MmAM

MmD
D

)(

          )(

γδ

γ

Le système étudié n’est pas nécessairement indéformable comme pour le torseur cinétique. Le 

moment dynamique obéit aussi de la même manière à la formule de transport des moments. 

Les moments dynamiques en deux points quelconques  A  et  B  sont liés par : 
→→−−→→

∧+= DABBA δδ

4.2.  Calcul de la résultante dynamique 

Soit  G  le centre d’inertie du système dans le repère  R  , la résultante dynamique s’écrit : 

)())(()()()( Gm
dt

GVmd
dt
PddmMV

dt
ddm

dt
MVddmMD

SSS

→
→→

→
→

→→

====== ∫∫∫ γγ

Si la masse du système est constante, la résultante dynamique est égale au produit de la masse 

par l’accélération de son centre d’inertie. 

)(GmD
→→

= γ

La résultante du torseur dynamique est égale à la quantité d’accélération du centre d’inertie du 

système affectée de la masse totale. 

4.3.  Théorème de Koënig relatif au moment dynamique 

Soit   un repère orthonormé fixe. Le référentiel de Koënig (appelé aussi 

référentiel barycentrique)    est le référentiel lié au centre d’inertie du solide 

dont les axes sont parallèles à ceux du repère fixe. 

),,,(0

→→→

zyxOR

),,,(
→→→

zyxGRG

La vitesse du repère  par rapport au repère   est nul : GR 0R
→→

=Ω 0)/( 0RRG
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Nous allons chercher une relation entre : 

- le moment dynamique du système en G  dans son mouvement par rapport à  et  0R

- le moment dynamique du système en G  dans son mouvement par rapport à  .   GR

(S)

→

x

→

z

→

y
o

→

x

→

z

→

y
G

Soit  M  un point du système matériel: 

Son accélération dans le repère   est donnée par :  0R )()()( 00 MGM G
→→→

+= γγγ

Son moment dynamique au point  G  dans   s’écrira : 0R ∫
→→−−→

∧=
S

RG dmMGM )(0
         

/ 0
γδ

Son moment dynamique au point  G  dans   s’écrira : GR ∫
→→−−→

∧=
S

G
RG dmMGM

G
)(

         

/ γδ

Alors :    ∫∫∫
→→−−→→−−→→→−−→

∧+∧=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+∧=

S

G

SS

G
RG dmMGMdmGGMdmMGGM )()()()( 00

         

/ 0
γγγγδ

∫∫
→→−−→→−−→

∧+∧=
S

G

S
RG dmMGMGdmGM )()(0

         

/ 0
γγδ  

or nous avons par définition du centre d’inertie : ∫   on obtient finalement :  
→→−−

=
S

dmGM 0

         

/

         

/ )(
0

→→→−−→

=∧= ∫ GRG
S

G
RG dmMVGM δδ

     
         

/

         

/ 0

→→

=
GRGRG δδ

Le moment dynamique en G centre d’inertie du système est le même, qu’il soit présenté dans 

le repère   ou dans le repère . En un point  A  quelconque de l’espace nous aurons par la 

formule de transport :       

0R 1R

)(0
         

/

         

/ 0
GVmAG

GRGRA

→→−−→→

∧+= σσ

Nous avons ainsi le théorème de Koënig pour le moment dynamique. 
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4.4.  Relation entre torseur cinétique et torseur dynamique 

Soit  A  un point quelconque du repère   pas nécessairement un point du système matériel 

et un point  M  du système matériel.  Nous avons le moment cinétique au point A  qui  est 

donné par :      

0R

∫
→→−−→

∧=
S

A dmMVAM )(0σ

Dérivons cette expression : 

∫∫∫
→

→−−→
→−−

→→−−
→

∧+∧=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∧=

SSS

A dm
dt

MVdAMdmMV
dt
AMddmMVAM

dt
d

dt
d )()()(

00
0

0
0

0 σ
 

)(0
00 →→

→−−→

+∧= ∫ A
S

A dmMV
dt
AMd

dt
d

δ
σ

or nous avons :   )()( 00
0

AVMV
dt
AMd →→

→−−

−=

)()()( 000
0 →→→→

→

+∧⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= ∫ A

S

A dmMVAVMV
dt

d
δ

σ    ⇒      )()( 00
0 →→→

→

+∧−= A
A GVmAV

dt
d

δ
σ

on obtient ainsi la relation finale entre le moment cinétique et le moment dynamique 

  )()( 00
0

GVmAV
dt

d A
A

→→
→

→

∧+=
σ

δ

Cette relation ne doit en aucun cas être confondue avec la formule de transport. 

4.5.  Cas particuliers 

Dans certains cas particuliers la dérivée du torseur cinétique est égale au torseur dynamique : 

dt
d A

A

→
→

=
σ

δ
0

      Si :    

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=∧⇔=

=∧⇔

=⇔

→→→→→→

→→→

→→

    0)(V)(V          0)(V//)(V)3

0)(V)(V          )2

          0)(V          )1

0000

00

0
0

GAGA

GAGavecconfonduestA

ARdansfixeestA

Dans ces trois cas particuliers seulement, nous pouvons écrire : 

dt
CdD A

A

→
→

= avec    et  [ ][ ]
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

= →

→

A

A
DD
δ ⎪⎩

⎪
⎨
⎧

= →

→

A

A
PC
σ
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5. Energie cinétique

5.1. Définition 

L’énergie cinétique d’un système matériel continu  (S)  en mouvement par rapport à un repère 

fixe   est définie par la quantité scalaire exprimée par la relation : 0R dmMVE
S

C ∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

→ 2
00 )(

2
1

5.2.  Théorème de Koënig relatif à l’énergie cinétique 

Soit   un repère orthonormé fixe. Le référentiel de Koënig (appelé aussi 

référentiel barycentrique)    est le référentiel lié au centre d’inertie du solide 

dont les axes sont parallèles à ceux du repère fixe. 

),,,(0

→→→

zyxOR

),,,(
→→→

zyxGRG

La vitesse du repère  par rapport au repère   est nul : GR 0R
→→

=Ω 0)/( 0RRG

- L’énergie cinétique  du système dans son mouvement  par 

rapport à GR

- L’énergie cinétique  du système dans son mouvement  par 

rapport à           et 0R

Nous allons chercher une relation entre : 

→

y

→

y

(S)

→

x

→

z

o

→

x

→

z

G
M .

Soit  M  un point du système matériel. La loi de composition des vitesses donne :  

)()()( 00 MVGVMV G
→→→

+=  

en remplaçant cette expression dans celle de l’énergie cinétique nous aurons : 

dmMVdmMVGVdmGVdmMVGVE
S

G

S

G

SS

G
C ∫∫∫∫ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

→→

•

→→→→ 2
0

2
0

2
00 )(

2
1)()()(

2
1)()(

2
1

or nous avons :  
dt
GMdMV   dans le repère

G
G

→−−
→

=)( GR

dmMVdmGM
dt
dGVdmGVE

S

G

SS
C ∫∫∫ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

→→−−

•

→→ 2
0

2
00 )(

2
1)()(

2
1

nous avons aussi par définition du centre d’inertie que : 
→→−−

=∫ 0dmGM
S
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L’expression de l’énergie cinétique devient :  

dmMVdmGVE
S

G

S
C ∫∫ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

→→ 22
00 )(

2
1)(

2
1  

qui s’écrit aussi sous la forme réduite :   G
C

S
C EdmGVE        )(

2
1

2
00 +⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∫

→

L’énergie cinétique du système  (S)  en mouvement quelconque par rapport au repère  est 

égale à l’énergie cinétique du système dans son mouvement autour de son centre d’inertie G 

augmentée de l’énergie cinétique du centre d’inertie affecté de la masse totale  du système.  

0R

Cette relation constitue le théorème de Koënig pour l’énergie cinétique. 

5.3  Solide indéformable en mouvement quelconque 

Soit   un repère orthonormé fixe et    un repère  lié à un 

solide indéformable et de centre de d’inertie G.   

),,,( 0000

→→→

zyxOR ),,,( 11111

→→→

zyxOR

Le solide est en mouvement quelconque tel que O )(1 S∈ . La vitesse de rotation  du repère 

par rapport au repère   est  : 

1R

0R 0
1

→

Ω

Soit  M  un point quelconque du solide, nous avons par la cinématique du solide : 
→−−→→→

∧Ω+= MOOVMV 1
0
11

00 )()(

L’énergie cinétique du solide  (S)  est donnée par : 

dmMOOVdmMVE
SS

C ∫∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∧Ω+=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=
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1
0
11

0
2

00 )(
2
1)(

2
1

dmMOOVMVE
S

C ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∧Ω+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

→−−→→→

∫ 1
0
11

000 )()(
2
1  

     dmMOMVdmMVOV
SS
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⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∧Ω+⎟⎟
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⎞
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⎛
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→→
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→

1
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    dmMVMOGVmOV
S
∫
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•

→→

•

→

∧Ω+= )(
2
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2
1 0

1
0
1

0
1
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L’expression du moment cinétique déjà développée auparavant est donnée par : 

dmMVMOO
S
∫

→→−−→

∧= )()( 0
11

0σ
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Nous avons alors l’énergie cinétique en fonction du moment cinétique du solide:     

)()()(
2
1

1
00

1
0

1
00 OGVmOVEC

→

•

→→

•

→

Ω+= σ  

Si le centre du repère  est confondu avec le centre d’inertie G du solide :  alors : 1O 1R GO ≡1

)()(
2
1 00

1

2
00 GGVmEC

→

•

→→

Ω+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= σ  

Le moment cinétique en G s’écrit :        on aboutit à la relation finale : 
    
0
1

0 )(
→→

Ω= GIGσ

    
0
1

       
0
1

2
00 )(

2
1 →

•

→→

ΩΩ+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= G

T
C IGVmE

2
0 )(

2
1

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ →

GVm  : est l’énergie cinétique de translation du solide 

    
0
1

       
0
1

→

•

→

ΩΩ G
T I     : est l’énergie cinétique de rotation du solide autour de son centre d’inertie G. 

L’énergie cinétique totale d’un solide en mouvement quelconque dans l’espace est égale à la 

somme de l’énergie cinétique de translation de son centre d’inertie affectée de la masse du 

solide et de l’énergie cinétique de rotation autour du centre d’inertie.  

Cette relation constitue le théorème de Koënig pour l’énergie cinétique. 

L’énergie cinétique totale peut s’exprimer en fonction des torseurs cinématiques et cinétique 

au point  en la mettant sous la forme :  1O

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎟

⎠

⎞
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⎜

⎝

⎛
Ω= →

→

•→

→

)(

)(

)(2
1

1

    
0

0

0

    
0
10

O

GVm

MV
EC

σ

L’énergie cinétique totale d’un solide est égale à la moitié du produit scalaire du torseur 

cinématique par le torseur cinétique au point  exprimé dans le repère . 1O 0R

[ ] [ ]
112

10
OOC CVE •=
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uS
0

5.4. Solide indéformable en mouvement de rotation pur 

Dans le cas où le solide est en mouvement de rotation pur autour d’un axe  passant par un 

point   du solide et de vecteur unitaire   tel que :   avec  Ω  .Le moment 

d’inertie par rapport à cet axe est donné par :  

Δ

SO
→

u ),(
→

Δ uOS

→→

Ω=

→→

Δ = uIuI
SO

T ..

→

u

(S)

→

x

→

z

→

y
OS 

M .

)(Δ

L’énergie cinétique de rotation pure est donnée par :    

Δ

→→→→→→

Ω=Ω=ΩΩ=ΩΩ= IuIuuIuIE
SSS O

T
O

T
SO

T
SC .

2
1..

2
1..

2
1..

2
1 22000

5.5. Energie cinétique d’un ensemble de solides 

L’énergie cinétique d’un ensemble de solides  (S)  constitué des solides  (S1 , S2, S3, ……Sn) 

dans un repère   est égale à la somme des énergies cinétiques de chaque solide exprimée 

dans le même repère. 

0R

∑=
i

iCC SESE )()( 00
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