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GEOMETRIE DES MASSES

Objectifs du chapitre

Afin de comprendre et de pouvoir décrire les mouvements des systémes matériels, il est

important de connaitre la répartition géométrique afin de se préparer aux concepts de

cinétiques et dynamiques des solides.

L’intérét de cette partie est de nous permettre de connaitre un certain nombre de données sur

la répartition des masses des systémes. Nous, nous intéresserons a la détermination :

- des centres de masse du solide

- des moments d’inertie, des produits d’inertie par rapport a des axes et aux tenseurs
d’inertie des solides quelconques dans différents reperes.

L’opérateur d’inertie sert a caractériser la répartition des masses d’un solide, afin d’étudier

par la suite, un mouvement quelconque de celui-ci.

1. Notions de masse d’un systeme matériel

A chaque systéme matériel (S) est associé, une quantité scalaire positive invariable en

mécanique classique, appelée : masse du systeme

La masse d’un solide fait référence a la quantité de matiére contenue dans le volume de ce

solide.

Cet invariant scalaire obéit aux propriétés mathématiques suivantes :

Additivité des masses

La masse d’un systeme matériel (S) est égale a la somme des masses qui le composent.

Exemple : masse d’un livre = somme des masses des feuilles qu’il contient.

La masse d’un systéme materiel est définie par la grandeur scalaire suivante :

M = j dm(P)
Pe(S)

L’élément dm(P) est la mesure de la masse

au voisinage du point (P).

111



Un systeme matériel est un ensemble discret ou continu des points matériels ou encore une

réunion d’ensembles continus ou discrets de points mateériels.

1.1. Systemes discrets
La masse d’un systeme discret est la somme des n points matériels discrets de masses m; :

1.2. Systémes continus
Si le systeme est constitué d’un ensemble continu de masses, la masse du systeme

s’écrirait sous la forme d’une intégrale continue : m= J'(S) dm(P)

- Le systeme (S) est un volume

La masse s’écrirait : m = Ip(P)dV
\%

p(P) est la masse volumique au point P et dvun élément de volume du solide (S)
- Le systéme (S) est une surface : (cas des plaques fines) I’épaisseur est négligeable
devant les deux autres dimensions.

La masse s’écrirait: m= J-O'(P)dS
S

o (P) est la densité surfacique au point P et dsun élément de surface du solide (S)
- Le systeme (S) est linaire : (cas des tiges fines) les deux dimensions sont négligeables
devant la longueur de la tige.

La masse s’écrirait: m= Ii(P)dI
L

A(P) est la densité linéique au point P et -un élément de longueur du solide (S)

Dans les systemes homogenes (solides homogénes) la densité des solides est constante.
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2. Centre d’inertie (centre de masse) des solides
On appelle centre d’inertie d’un systéme matériel (S) le point G défini par la relation :

IéTde:B

Pe(S)

- - - - -

ou P est un point du solide avec 673:xi+yj+zz et (36=XG I+Ys J+2ZsK

—

- -
Soit O le centre d’un repére orthonormé (O, i, j,k) nous pouvons écrire dans ce

repére : (373 = (36+ éTD I 673 dm= J. CTG dm + _féTD dm alors nous obtenons :

Pe(S) Pe(S) Pe(S)

(TG:L J'élgdm X 66:1 Ié?’dm

m
jdm P&(S) Pe(S)

Pe(S)

Les coordonnées du centre d’inertie G d’un systéeme homogeéne sont déterminées par des
calculs utilisant les éléments infinitésimaux tel que : dl pour les éléments linéaires, ds pour

les éléments surfaciques et dv pour les éléments volumiques. Ainsi nous pouvons écrire :

jx dm jy dm Iz dm
Xquzl J-X dm, y62%2£ J-y dm , ZG:&ZE '[Z dm
j dm m Pe(S) I dm m P(S) J« dm m P(s)
Pe(S) P&(S) Pe(S)
Remarques :

- Le centre d’inertie des masses homogenes coincide avec le centre d’inertie de leurs
volumes s’ils sont volumiques ou de leurs surfaces s’ils sont surfaciques.
- Si le solide présente des éléments de symétrie (axes ou plans) son centre d’inertie est

nécessairement situé sur ces éléments de symeétrie.
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3. Centre d’inertie d’un systeme composé
Dans la réalité, c’est le cas le plus souvent rencontré, les calculs sont élémentaires
en raisonnant sur chacun des éléments qui composent les systémes.

On détermine d’abord le centre d’inertie de chaque élément A,du systeme au point G; , puis

on détermine le centre d’inertie G du systeme comme barycentre des points G; .

Soient les éléments d’un systéme cOompoSe: A, A, e, ,A, ayant pour centres
d’inertie respectifs : G,,G,,...cccceovrvrinennnen. ,G, ayant pour vecteurs positions dans un repére
RO, 1, J,K) i I, T

y
L7
>

Le centre d’inertie de ce systeme est donné par: r, = ou A, estlai®™

n )

quantité.
Elle peut étre un élément de longueur, de surface, de volume ou de masse.

Le centre d’inertie du systéme aura pour coordonnées :

ou: X, Y,, z, sontlescoordonnées des points G; ou I’élément A, est concentré.

Si les A, sont des éléments de masses alors on peut écrire :
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4. Théoreme de Guldin

Une seconde méthode pour la détermination des centres d’inertie des solides linéaires ou
surfaciques homogeénes fut trouvée par Guldin. Elle consiste a faire tourner ces solides autour
des axes qu’ils n’interceptent pas. Les solides linéaires décriront des surfaces et les solides
surfaciques décriront des volumes.

4.1. 1*" Théoréme de Guldin

La surface S engendrée par la rotation d’un arc de courbe de longueur L autour d’un axe (A)
sans I’intercepter dans son plan est égale au produit de la longueur L de I’arc par la longueur

de la circonférence 2 7 R, décrite par le centre d’inertie G de I’arc de courbe.
Soit L lalongueur de I’arc et G son centre d’inertie.

La longueur (périmetre) décrite par la rotation du centre d’inertie G

par rapport a I’axe (A) estdonnée par: 2z R; , alors la surface ——o

décrite par cet élément est égale a :

. S
S,,=27 R; L d’ou RGZZ/AL
T
(4)
\ \ , . S
Dans le cas d’un systéme homogeéne de plusieurs éléments on aura: R, = —22/a
27 Ltotale
> S
si I’axe (A) représente I’axe (O, y) nous aurons : Xg = 2 ! °VL
T

. , - S
si I’axe (A) represente I’axe (O, x) nous aurons : Y. :ﬁ
T

4.2. 2ieme Théoréme de Guldin

Une surface plane homogéene S , limitée par une courbe fermée
simple et tournant autour d’un axe (A) sans le rencontrer
engendre un volume V.

Le volume V engendreé est égal au produit de la surface S

par la longueur du périmetre 2z R, décrit par le centre

d’inertie G de cette surface autour de I’axe (A) .
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Soit S lasurface et R; ladistance de son centre d’inertie a (A) .
La longueur (périmetre) décrite par la rotation du centre d’inertie G par rapport a I’axe (A)

estdonnee par: 27z R, , alors le volume décrit par cette surface est égal a :

. \Y
V,, =27 R, S dol R, =—1%-
271 S
Dans le cas d’un systeme homogene composé de plusieurs surfaces on aura :
R _ Vtotale/A
o = —aeia
27[ Stotale
T 7 y - Vtotal/oy
si I’axe (A) représente I’axe (O, y) nous aurons : X, = 7S
VA

totale

. ] > \
si I’axe (A) represente I’axe (O, x) nous aurons : y. =$
T

totale

5. Opérateur d’inertie (tenseur d’inertie) : Moment d’inertie et produit d’inertie

La notion d’opérateur d’inertie permet d’exprimer les divers torseurs, déja vue précédemment,

afin de faciliter I’étude de la cinétique et de la dynamique des solides.

5.1 Opérateur produit vectoriel

- -

Considérons deux vecteurs u et V dont les composantes sont exprimées dans une base
-
i

orthonormée directe R(O, TE) :

- > 2o v O
u=u,i+u, j+u k , V=Xi+Y j+Zk
u, X u,Z-u,Y
Le produit vectoriel des deux vecteurs s’ecrit : uAV =|u, |A|Y |=|u,X -u,Z
u, Z uy —-u,X
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- -
Comme le vecteur u est connu et V quelconque, on constate que I’on peut passer du

> o

N
vecteur V au vecteur uAV  par une opeération linéaire tres simple a vérifier. Le produit
vectoriel est distributif, par rapport a I’addition et a la multiplication, nous pouvons alors

écrire :

V AelR et WV elR® ona: UAAV = A(UAV)

-> o

- - 3 . - - - -
vV,,V, € IR® onaaussi : uUa(V;+V,)=UAV,+UAV,

- >

IR
on peut conclure que I’on passe du vecteur V au vecteur uaV , par application d’un

opérateur linéaire que I’on notera : [A] ; d’ou I’écriture: uAV =[AV qui se traduit sous
i

forme matricielle dans la base orthonormée R(O, i, j,E) par :

u,Z-u,Y 0 -u, u, |X X
uX-uZl=lu, 0 -u|Y|=[A]Y
uy-u X —-u, u, 0 | Z Z
0 -u, wu
La matrice | u, 0 —u, | estantisymetrique dans cette base.
-u, u, 0

Pour déterminer le tenseur d’inertie, nous avons besoin d’un nouvel opérateur qui est le

double produit Vectoriel : (U/\ VA u)]=—(UA(uAV)j car le produit vectoriel est

antisymetrique. D’apres les relations précédentes, nous pouvons écrire cet opérateur sous la

forme : (J/\ (J/\\7)) —UA ([A]V) ~[AFV.
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Cet opérateur est aussi un opérateur linéaire et son écriture sous la forme matricielle dans la

2 2
- - - _(Uy+uz) UXUy u,u,
base R(O, i, j,k) estlasuivante: [A] =| uu, —(u?+u?) u,u,
uu, u,u, —(uf +uj)

On voit bien que la matrice [A]* est symétrique et de méme pour la matrice [B]=-[A] |

alors nous utiliserons cette derniére afin de représenter les tenseurs d’inertie d’un solide dans

N
I

une base orthonormée R(O, TE)

5.2. Opérateur d’inertie

5.2.1. Définition du moment d’inertie d’un solide

Soit un solide de masse dm lié a une tige (AA’) de masse négligeable, en rotation autour
d’un axe (A). Si on applique un couple au systeme (tige + masse), il se mettra a tourner
librement autour de I’axe (A). L’étude dynamique de ce systeme se fera dans les prochains

chapitres. Le temps nécessaire a cet élément de masse dm pour atteindre une vitesse de

rotation donnée est proportionnel & la masse dm et au carré de la distance r qui sépare la
masse de I’axe (A). C’est pour cette raison que le produit  r’dm est appelé moment

d’inertie de la masse dm par rapport a I’axe (A) .

5.2.2. Matrice d’inertie : Moments et produits d’inertie d’un solide

—

Soit un repere orthonormé R(O, i TE) et un solide (S) tel que O € (S). Le moment d’inertie

de ce solide par rapport au point O est obtenu en intégrant la relation rdm . I, = J'rzdm
(8)
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les intégrales sont calculées sur le solide. Celui-ci peut étre linéaire, surfacique ou volumique.
L’élément d’intégration dm(P) est situé en un point P du solide.

L’ opérateur d’inertie s’écrit: 1,(V) =— IéPA (6P/\V)dm , le vecteur \7 est indépendant du
(%)

point P . Le point P est un point quelconque du solide (S) et dm est I’élément de masse

entourant le point P . Le tenseur d’inertie du solide au point O est représenté dans la base

—

R(O, i, j,k) par une matrice notée 1,(S),, : appelée matrice d’inertie en O dans la base

{

A -F -E] [1, -1, -1,
R(O, i, j, ) dusolide (S): 1,(S),r=|-F B -D|=|-1, I, -I,
“E -D C| |-1, -1, I,

La matrice 1,(S),; est symétrique, réelle et diagonisable. Elle admet trois valeurs propres

réelles et trois directions propres réelles et orthogonales.
e Les valeurs propres sont appelées moments principaux d’inertie ;

e Lesdirections propres sont appelées axes principaux d’inertie.

—

Si le point P a pour coordonnées (x,Y,z)dans la base R(O,H, ,E) le vecteur OP a pour

— — - —
expression: OP=xi+y j+zk et d’aprées ce que I’on vient de voir précédemment,

N

I,(V)= J'OP/\ (OP/\V)dm les éléments de la matrice d’inertie s’écriraient sous la forme :
(%)

Moment d’inertie par rapporta I’axe (Ox) : 1, = j(y2 +2%)dm
(s)

Moment d’inertie par rapport a I’axe (Qy) : 1, = J'(x2 +2%)dm
s)

Moment d’inertie par rapport a I’axe (Oz) : 1, = j(x2 +y?)dm
(s)
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Moment d’inertie par rapport au plan (Oxy) : I, = J'xydm : ou produit d’inertie
()

Moment d’inertie par rapport au plan (Oxz) : 1, = Ixzdm : ou produit d’inertie
)

Moment d’inertie par rapport au plan (Oyz) : 1, = jyzdm : ou produit d’inertie
)

5.2.3. Solides présentant des plans de symétrie

Certains solides présentent des formes particulieres admettant des plans de symétrie par

- > >

rapport aux axes du repére R(O, i, j,k) choisi. Pour chaque plan de symeétrie, les produits

d’inertie sur les deux autres plans sont nuls :

(xOy) plan de symétrie ====> 1 =1,=0
(yOz) plan de symétrie ====> 1 =1=0
(xOz) plan de symétrie ====> 1 =1 =0

a) si (xQy) est un plan de symétrie du solide

P(+2z) est symétrique du point P(-z) par rapport au plan (xOy) d’ou :

szdm:O et J.yzdm:O donc 1,=1,=0 z
Pe(S) Pe(s) @ P(+2)
I -1 0 >
XX Xy y
IO(S)/R: _Ixy Iyy 0
0 0o 1, X

® P(-2)

Dans ce cas I’axe Oz qui est perpendiculaire au plan (xQOy) est un axe principal d’inertie ;

nous pouvons le montrer facilement par le produit suivant :
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En effet, tout axe orthogonal a un plan de symétrie matérielle est axe principal d’inertie sur
tous les points du plan.

b) si (yOz) est un plan de symétrie du solide
P(+x) est symétrique du point P(-x) par rapport au plan (yOz) d’ou :
[xzdm=0 et [xydm=0 donc 1, =1, =0

X
Pe(S) Pe(S) I ® P(+X)
I 0 0 >,
b= 0 1, -1, /L
0 -1 4 Izz
y y o P(x)

Dans ce cas I’axe Ox perpendiculaire au plan (yOz) est un axe principal d’inertie .

c) si (xOz) est un plan de symétrie du solide
P(+y) est symétrique du point P(-y) par rapport au plan (xOz) d’ou :
[yzdm=0 et [xydm=0 donc 1, =1, =0

Pe(S) Pe(S) y
® P(+y)
Ixx 0 - Ixz >
IO(S)/R = 0 Iyy X
—1 Xz 0 I z VA

® P(-y)

Dans ce cas I’axe éy perpendiculaire au plan (xOz) est un axe principal d’inertie.
5.2.4 Solides présentant un axe de symétrie

Soit Ox un axe de symétrie matérielle d’un solide (S). Pour chaque élément de masse dm

du solide ayant une coordonnée (+x) nous pouvons lui associer un élément dm symeétrique

par rapport a I’axe Ox et de coordonnée (-x) de telle sorte que: szdm =0 et '[xydm =0
Pe(S) Pe(S)

121



-
On remarque de la méme maniére que précedemment, I’axe Ox est un axe principal d’inertie.

Tout axe de symétrie matériel est un axe principal d’inertie sur tous les points de I’axe.
Remarques

e Tout repere orthogonal direct, dont deux de ses plans sont des plans de symétrie matérielle
du solide, est un repére principal d’inertie du solide.

e Tout repére orthogonal direct, dont deux de ses axes sont des axes de symétrie matérielle
du solide, est un repére principal d’inertie du solide.

5.3. Solides a symétrie de révolution

Dans le cas des solides ayant un axe de révolution tel que (cylindre, disque, cone, etc...), la
masse est répartie de facon symétrique autour de cet axe. Soit un cylindre d’axe de révolution

> o > -

Oz dans un repére orthonormé R(O, x,y, z). Tout plan passant par I’axe Oz est un plan de
symétrie, d’apreés ce que I’on a vu précédemment tous les produits d’inertie sont nuls.

Xy Xz yz

5.4. Solides a symétrie sphériques

Pour tout solide a symétrie sphérique (sphére pleine ou creuse)

-> -

de centre O, tous les repéres R(O, x,y, z) ayant pour centre

le méme point O sont des reperes principaux d’inertie. y
Les trois axes du repere jouent le méme role, alors tous les X

moments d’inertie sont égaux :
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l.=1_=I et tous les produits d’inertie sont nuls car tous les plans sont des plans de

XX yy 2z
symétrie: I, =1,=1,=0

Nous pouvons écrire :

Ly + 1, +1,, =3l = j(yz +2z%)dm + j(xz +2z%)dm + j(xz +y?)dm = 2j(x2 +y?+2%)dm
s) s) s) (s)

I, _2 j(xz +y?+2%)dm
36

5.5. Solides plans
Dans le cas des solides plans, I’une des coordonnées de I’élément dm est nulle. Si le solide

est dans le plan (xOy) alors z=0 .

On déduit immédiatement que : |, = jyzdm = '[xzdm d’ou :
®) ®)
L, = [OC+y?)dm =1, +1, et =1,=0; 1 = [xydm
(s) (S)
A y
0 >
X

Le moment d’inertie par rapport a I’axe perpendiculaire au plan du solide est égal a la somme

des moments par rapport aux deux axes du plan du solide.

-> -5 >

5.6. Moments d’inertie par rapport a O , aux axes et aux plans du repére R(O, x, Y, 2)
Le moment d’inertie d’un solide (S) déja défini précédemment par rapport a un point O, un

axe ou un plan est donné par I’intégrale : Irzdm(P) ou P est un point du solide et r la
®)

distance du point P par rapport au point O, par rapport a I’axe ou par rapport aux plans du

repére.
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a) Moment d’inertie par rapport au point O.

il est donné par : I, = Irzdm(P)
®)

ou r? :représente la distance OP? = x> + y? +z°

alors: 1, = '[(xz +y? +z%)dm(P)
s)

b) Moment d’inertie par rapport aux axes

b.1.) axe Ox
il est donné par: 1, = Irzdm(P)
(8)
ou r? :représente la distance du point P & I’axe Ox;

d’oll OP2 =y2+z%; alors: | = J'(y2 +22)dm(P)

XX
()

b.2.) axe C?y

il est donné par : 1, = '[rzdm(P)
(s)

ol r? :représente la distance du point P & I’axe Oy ;
= j(x2 +2%)dm(P)

(S)

d’oll OP? =x*+2* ;alors: I,

b.3.) axe 52

il estdonné par: 1, = '[rzdm(P)
®)

ou r? :représente la distance du point P & I’axe Oz ;

d’oll OP2=x2+y? ; alors: |, = I(x2 +y2)dm(P)
s)

z| ;P
ol >
................................. y
A
: P
rZ
O >
y
X
A
X
P
r2
O .
>z
y
A
y
P
r.2
0 .
z
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Les moments d’inertie par rapport aux plans (xOy), (xOz), (yOz) sont donnés en fonction de

la distance qui sépare le point (P) du plan considéré, ce qui se traduit par les équations

suivantes :
IXOY = jzzdm(P) ' Isz = jyzdm(P) ) Ion = '[dem(P)
(s) (S) (S)

Il résulte des différentes relations précédentes que :

a) La somme des moments d’inertie d’un solide par rapport aux trois axes d’un repére

orthonormé est égale au double du moment d’inertie du solide par rapport au centre du

repére.
Lo + 1y, +1, = J.(y2 +2%)dm + J‘(x2 +2z%)dm + J.(x2 +y?)dm
) ®) ®)
:ZJ(x2+y2+zz)dm:2IO
®)
Lot 1, +1, =21,

b) La somme des moments d’inertie d’un solide par rapport a deux plans perpendiculaires est
égale au moment d’inertie du solide par rapport a I’axe d’intersection des deux plans.

IyOx—i—Iszzlxx ! I>(Oy+|zOy=|yy ! Isz—i_IyOzzlzz

6. Détermination des axes principaux et des moments principaux d’inertie

- 5 >

Soit une matrice d’inertie d’un solide (S), dans une base orthonormée R(O, x,y,z), de la

A -F -E
forme: 1,(S),s=|-F B —D| il existe au moins une base orthonormée de méme
-E -D C

L -> > - 3 -> > - B
centre O et de vecteurs unitaires (e,e,,e;), notte R, (O,e,e,,e;) appelée base

principale ou repere principal d’inertie au point O.

125



Dans cette base principale, les axes (O,e;), (0O,e,), (O,e;) sont les axes principaux

d’inertie et la matrice d’inertie est une matrice diagonale. Les éléments de cette diagonale sont

appelés moments principaux d’inertie dans cette base.

-
o O
o O

La matrice d’inertie dans la base R, (O,e,,e,,e;) s’écrirait: 1,(S),z, =

o O

w

avec 1, I,, I; moments principaux.
- - - 7 - - Ve -
Les axes (O,e,), (O,e,), (O,e;) étant des axes principaux, nous pouvons écrire :

- -

- - - -
1o(S)rer=lie lo(S)re, =18, 15(S)res =158,

D’une fagon générale nous aurons :

A —-F —E]&| I, 0 0]®& A-l, -F —E & [0
-F B -D|e|=/0 1, Of|e|=| -F B-1, -D |e|=|0
-E -D C | e [O ] e -E  -D C-l]¢| [0

Les vecteurs unitaires (e,,e,,e,) ne sont pas nuls, alors ce systeme admet une solution si le

A-l, -F -E
déterminant de la matriceestnul: | -F B-1, -D |=0
-E -D C-I,

La solution de cette equation scalaire donne les trois valeurs propres qui sont les moments

principaux d’inertie. En reportant ces valeurs propres dans I’équation  1,(S),z € =1, ¢

on obtient les vecteurs propres qui ne sont autre que les directions principales.
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7. Moment d’inertie par rapport a un axe A(O,n) quelconque dans un repere

- o >

orthonormé direct R(O, x, Y, 2)
Soit (P) un point du solide (S) de masse m et un axe (A) passant par le centre O du repére

de vecteur unitaire n. Le moment d’inertie par rapport a I’axe (A) est donné par :

I, = Irzdm:

HP%dm ; avec HP=|I:IP|:r : distance de I’élément matériel dm(P)
(PeS) (PeS)

al’axe (A), H est la projection orthogonale de P sur cet axe.

LA
YA

N 4

— —

Nous avons : OP =OH+ HP

—_ >

, ondéduit que: nA (OH+ HP) =

— o >

NAOH+nA HP

—

Comme D//C_)_ii et |n|=1 alors: HAOE‘zﬁA HB‘=|OP|:r
n1lHP
a X
Si n et OP ontpour coordonnées n =<4 et OP=4qy
y z

N
Les composantes du vecteur unitaire n porté par I’axe (A) sont appelées cosinus directeurs.

() () (A
NAOP|=| B|AlY|=| X—az

/4 Z ay — X

Nous avons alors
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2, 02

NAHP| =(Bz—w) +(x—az)’ +(ay— ) =r*

—

D’ou : [nAOP

En remplagant r® dans I’expression: 1, = jrzdm on aboutit a :
(PeS)

o= (82— w) + (x—az) +(ay - Ax)* jim

(PeS)

I, =a® [(y?+2%)dm  +p° [(+2%)dm  +p° [(xX*+y?)dm

(PeS) (PeS) (PeS)
—2af Ixydm —2ay Ixzdm -2y Iyzdm
(PeS) (PeS) (PeS)
I, =a’l + B2, +7%, =20, —2aA,, —2PA,, ;  cette expression représente

I’ellipsoide d’inertie, elle peut se mettre sous la forme matricielle suivante :

Ixx _Ixy _Ixz a N R
T
l,=(@ B 7)1, 1, —1,|B|=n"1u(S).n
_Ixz _Iyz Izz 4

Le moment d’inertie d’un solide (S) par rapport a un axe (A) passant par un point O et de
vecteur unitairen est égal au produit doublement contracté du tenseur d’inertie O par le

N
vecteur unitaire n .

8. Produit d’inertie par rapport a deux axes orthogonaux A(O,J) et A'(O,U)

8.1. Définition

Le produit d’inertie noté 1, est défini comme étant I’intégrale des coordonnées x, et X,

du point P relativement au axes A(O,u) et A'(O,v) : I, = jxuxvdm
P(S)

— >

X, . coordonnée de P sur I’axe A(O,u) tel que: x, =OP.u

u

— >

X, . coordonnée de P sur I’axe A'(O,v) tel que: x, = OP.Vv

v
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Le tenseur d’inertie étant connu au point O , le produit d’inertie par rapport aux deux axes a

A - -
pour expression : 1, =—Vv.I,(S).u

uv

8.2. Démonstration

Deux propriétes vectorielles seront utilisées dans la démonstration de I’expression du produit

d’inertie :

- le produit mixte dont on connait la régle de  permutation:

(Vlvvz’vs) = (stvuvz) = (\/2’V37V1)
- le double produit vectoriel dont on connait le résultat.

> o> o > o5 o o

(AA B).(CA D) = (A.C)(B. D) — (A. D)(B. C)
on pose : A 673 : E:J , C OTD , 5=;
(OPAU)«(OPA V) = (OP. U)(U+ V) — (OP. v)(u+ OP) = —(OP- v)(u- OP)
ar: (U.v)=0
(OP. V)(U.OP) = —(OPA U) . (OPA V)
— _(UAOP).(VAOP)
_ _((JA OP), v, oE)j

e e

(OP. v)(u.OP) = ((JAoﬁ), v, oﬁ)jz—[ v, OP, (HAOE)jz—C. (OPA (UA OP)

v [u(op OP)—OP(u. oﬁ)} (v u](OP OP) +(C oﬁj@ OP)

1 2
X u, v,
. - - -
Soit: OP=<y ; UuU=4u, ; V=1V,
z U, V,
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1) : —(V J](O_I;’.O_IE’): —(V,U, +V,U, + VU )(X2 +y? +2%)

= VU, (X" + Y2 +2%) = v,u, (X2 + Y2 +2%) —vu (X + Y2 +2°)

-> >\ > —
(V-OP](UoOP) = (VX +V, Y +Vo2) (U, X+ U, Y +UsZ) = V,U, X2 +V,U, XY +V,U, XZ

(2) FV,U XY VLU, Y+ VLU, Yz

2
+VaU; XZ+V,U, YZ+V,U, Z

@D+ = x,.x, ==V, (y* +2°) =V,u, (X +2%) = VU (X° +y?)
+ (Vyu, +V,u,) Xy + (VyUy + VU, ) XZ + (V,Ug +VoU, YZ

Le produit d’inertie est donne par I’intégrale : |, = J'xu x,dm d’ou
P(S)

I, =-Vv,u, j(y2 +2%)dm-v,u, J.(x2 +2z%)dm-v,u, J.(xz +y*)dm
PeS PeS Pes

+(vyu, +v,u,) jxydm+ (vu; +v3u,) szdm+ (V,u; +vou,) jyzdm
PeS PeS PeS

Cette expression s’écrira sous forme matricielle :

Ixx _Ixy _Ixz u,

- -

Ly = (Vv V) =1, 1, —l,lu| < I, =-V.15(S).u
_Ixz _Iyz Izz Us

Le produit d’inertie du solide (S) par rapport aux axes orthogonaux A(O,J) et A'(O,C) est

égal a I’opposé du produit doublement contracté du tenseur d’inertie 1,(S) par les vecteurs

A A d g
unitaires u et v.
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9. Changement de repeére.

- 5 > > > o

Soit un repére orthonormé fixe: R, (O, X,, Y,,Z,) et un repere R,(O,X,,Y,,z,)en rotation par

rapport a celui-ci. A I’aide de la matrice de passage nous pouvons exprimer le moment
d’inertie dans I’un des repéres et le déduire dans I’autre repére et inversement.

En effet nous pouvons écrire :

- - - -

Xy Xo Xo Xy

- - - - -
Yi|= PR1—>RO Yo 1 Yo |= PR0—>R1 Y. | » avec : I:)onw1 = PR1~>R0
- - - -

Z Zy Zy Z

La matrice de passage de R, vers R, notee: P, permet de déduire la matrice

>R !

d’inertie du solide dans le repere R, en la connaissant dans le repere R, et inversement.
T
lo (S)/R1 = PRO—>R1'IO (S)/R0 'PR0—>R1

Io(s)/R0 = PRTﬁRo-Io(S)/Rl-PRﬁRO
Exemple d’application :

Déterminer la matrice d’inertie de la barre AB de longueur L de masse m dans le repére
- > > -> > -

R,(O,x,,Y,,2,)en rotation par rapport au repére fixe R, (O, X,, ¥,,2,) -
En déduire la matrice d’inertie dans le repere R, .
On détermine la matrice d’inertie de la barre dans le repere R, : Nous avons un solide

X=0

X

lintaire: dm=Adx; y=0etz=0dou: I, =1,=1,=0 et I

Xy Xz
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L 2 0 02 O
IW:IZZ=.[x2dm=jx2/1dx=£ d’ol: 15(S)g, =0 m;_
(s) -L 2
0 0 mL
L 3 IR

On détermine la matrice de passage de R, vers R, en exprimant les vecteurs unitaires de R,

en fonction de ceux de R, :

- -

- s ; 0 N N
X, =CosaX,+sinay,+0.z :

! 0 Yo 0 X cosa  sina 0| %o
- B - - - - B -
y, =-sinax,+cosay,+0.z, = |y, |=|-Siha cosa O]y,
- — - — - O 0 1 -
z,= 0x, + 0.y, + z, 4 Zo

cosa sina 0 cosa —sina 0

avec: P, .. =|-sina cosa 0| et B o :PRTﬁRO =(sina cosa O

0 0 1 0 0 1

La matrice d’inertie dans le repere R, seraégalea: 1,(S),z = P:

R =R,
[cosa —sina 00 ?_2 0 [ cosa sina 0
16(S)/r, =|Sina@  cosa 00 m3 —sina cosa 0
0 0 1 2 0 0 1
L 10 0 mL® |L
L 3 |
2 2 ]
sin - sinecosa 0O
2 2
15(8)g, =| ———sinacosa cos’ a 0
2
0 0 m;‘
L 1R,

'IO(S)/Rl'PRl—)RO
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10. Translation du repere R de centre O vers un centre A
On considére un solide (S) dont la matrice d’inertie est connue au point O d’un repere fixe

R(O,X,,Y,,2,). Soit un point A de coordonnées (X,,Y.,Z,) centre du  repére

R(A, Xy, Y,,2,) €n translation par rapport a R(O, X,, Y,,Z,) -

La matrice d’inertie au point A du solide (S) est donnée par :

Axy I Axz

AXX
IA(S)R0 = _IAxy IAyy _IAyz
- Isz - IAyz IAzz RO

Les éléments de cette matrice s’obtiennent en

-
remplagant le vecteur OP comme précédemment >

X
S

par le vecteur AP dans I’opérateur d’inertie.

Nous avons en effet : AP = OP—OA = (X=XA) X+ (Y= YA) Yot (z—2,) 2,
On obtient ainsi les moments et les produits d’inertie en A :

Lo = [((y=y2)? +(2-2,)7 Jdm

(S)

| o = j(y2+zz)dm+ yf\jdm+z§jdm—Zijydm—ZzAjzdm
() (s) (s) s) (5)

Soit m la masse du solide (S) et G son centre d’inertie. Les coordonnées(X;,Ys,Zs) du

centre d’inertie dans le repére R(O,X,,Y,,Z,) déja exprimé au début du chapitre, ont pour

expression Lo Xg = l jxdm ;Y = l Iydm : Z; = l J.de
m C)] m (S) m (S)

jxdm =MXg Iydm =myg ; jzdm =mzg

(S) (S) (S)
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En remplacant ces termes dans I’expression de 1,, , on obtient :
Lo = low + m((yi +22)=2Y,Ys - 22AzG) , et par permutation les autres termes
Ly = oy + m((xi +25) = 2X, X —ZZAZG)

IAzz = IOzz +m((Xi + yi)_ZXAXG _2yAyG)

De la méme maniére pour les produits d’inertie nous avons :
I py = I(x— X )Y —Ya)dm= _[xydm— Xa jydm— Ya jxdm +XaYa J.dm
) ) (8 (S) )

Ly = Loy —M((XaYs + YaXs —X,Y,) €t par permutation les autres termes

Axy
Isz = IOxz - m((XAZG +ZpaXg — XAZA)

IAyz = IOyz _m((yAZG +Z,Ye — yAZA)

11. Théoréme de HUYGENS

Si le tenseur d’inertie est connu au centre d’inertie G du solide (S) dans la base

> o> o

R(O, X,,Y,,2,) ; alors on peut déterminer le tenseur d’inertie au point O dans la méme base.

Reprenons le cas précédent avec le point A qui coincide avec le centre d’inertie du solide

> o o - -

(S), nous aurons dans le repere R(G, X,, ¥,,2,) : (_BE =0P-0
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En remplagant par les opérateurs d’inertie on obtient : 1 (S),z = 15(S)r, = Jo () /g,

En utilisant les relations trouvées précédemment, en changeant le centre du repere en G, nous
déduisons facilement :

2 2 2 2
IGxx = IOxx + m((yG + ZG)_zyGyG _ZZGZG)z IOxx _m(yG + ZG)

2 2 2 2
Loy = loy +m((xG +2,) — 2Xg Xg —ZszG)z Loy —m(Xg +2,)

ler = lon + m((xé + yé)_ZXGXG _2yGyG)= l o —m(xé + yé)
De la méme maniére pour les produits d’inertie nous avons :

Iny = IOxy _m((XGyG + Yo Xg _XGyG)= IOxy —MXgYe

low =lox _m((XGZG T ZXg _XGZG)= lox, —MXsZg

Loy, = oy _m((yGZG +Z5Ys _yGZG): Loy, —MYsZg

m(y(zg + 2(2;) —MXsYe —MXgZg
dol 1 Jog (S)R0 =] —MXgYe m(xé + 2(23) —MygZg
—MX, Zg —myszg  mM(xZ+Yys) R,

Ces expressions permettent de déterminer la matrice d’inertie du solide en O : 1,(S)g, , dans

> o> >

le repere R(O, Xy, Y,,2,), €n connaissant la matrice d’inertie en G : 1,(S)g dans le méme

repere car elle est plus souvent facile a déterminer.

lo (S)RO =g (S)RO +Jo (S)RO

Cette expression permet de connaitre les six relations de Huygens, qui lient les moments
d’inertie et les produits d’inertie en un point O d’un repére et le centre d’inertie G du solide

dans le méme repére.

2 2
IOxleGxx+m(yG+ZG) IOxyZIny+mXGyG
_ 2 2 —
Loy = layy +M(Xg +23) low = g + MXgZg
2 2
IOzzzlez+m(XG+yG) IOyz=|Gyz+myGZG
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Le théoreme de Huygens est tres pratique car il permet de déterminer le moment d’inertie

> o5 >

d’un solide dans n’importe point O de I’espace centre du repére R(O, X, Y, z), en connaissant
le moment d’inertie au centre d’inertie G de coordonnées ((Xs,Ys,Zg) Ppar rapport au méme

repére.

Exemple :

Déterminer le moment d’inertie au point O de la plaque mince rectangulaire de masse m, de
longueur 2a et de largeur 2b de centre d’inertie G (a, b, 0)

On détermine le moment d’inertie de la plaque au point G, puis par le théoreme de Huygens,
on le déduit au point O.

Les plans (xGz) et (yGz) sont des plans de symétrie, alors tous les produits d’inertie sont

nuls: Ig, =lg, =lg, =0 ; lamatrice d’inertie en G est diagonale.

y
2b
> > X
Masse de la plaque : m = o 4ab
Nousavonsunsolideplan:z=0 = Ig, =1lg, +1g, ,
24 2o “dxdy = o [ o [ y7d 2y p0 _ mb’

o = m= S=0 xdy = o | dX =o0.2a—-b° =cdab—=

o !y !y !y y j _jby y 5 5

ma?

3

Gxx

1. = '[dem — JXZOdS _ aszdxdy _ Gt[axde]pdy _ a.§a3.2b _ a4aba—; _
S S S b

—a

m, » 2
IGzz :|Gxx+|ny:§(a +b )
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CINETIQUE

1. Définition

La résultante cinétique (quantité de mouvement), le moment cinétique (moment de la
quantité de mouvement), la résultante dynamique (quantité d’accélération), le moment
dynamique et I’énergie cinétique, constituent les éléments de la cinétique.

La cinétique a pour objet I’étude des relations entre les éléments de la cinématique et la

géométrie des masses.

2. Résultante cinétique, moment cinétique

- La résultante cinétique (quantité de mouvement) d’un point matériel M, de masse m et

de vitesse \7(M) est définie par la grandeur vectorielle :
B = m\7(M) ;

- Le moment cinétique o, du point matériel M en un point A quelconque de I’espace est

donné par le moment de la quantité de mouvementen A, il a pour grandeur :

—-— -

o,=AMAmMV (M)
2.1. Quantité de mouvement d’un systeme matériel (S)
a) Systeme matériel discret :
Le systeme est constitué d’un ensemble de point M; de masse m; et de vitesses V(M,) dans
un repére R.

- La résultante cinétique (quantité de mouvement) du systeme est donnée par la grandeur

vectorielle : P = > m, V(M,)

- Le moment cinétique o, du systeme matériel (S) en un point A quelconque de

I’espace est donné par le moment de la quantité de mouvement en A, il a pour grandeur

— -

vectorielle : o, =Y AM; Am;V (M,)
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b) Systeme matériel continu :
Dans le cas d’un systeme matériel continu (S) : linéaire, surfacique ou volumigque nous avons :
- La résultante cinétique (quantité de mouvement) du systéme matériel continu, est

donnée par la grandeur vectorielle : p- J\7(M )dm ;
S

- Le moment cinétique o, du systeme matériel continu (S) en un point A quelconque

de I’espace est donné par le moment de la quantité de mouvement en A , il a pour

grandeur vectorielle : ;A = _[AWI A\7(M)dm
S

3. Torseur cinétique

Soit un solide (S) de masse m et de centre d’inertie G, en mouvement par rapport a un repére
fixe R. Soit M un point de ce solide et deux points A et B quelconque de I’espace mais
connus dans le repére R.

Par définition nous avons les moments cinétiques en A et B qui sont donnés par :

— >

op= [AMAV(M)IM et o, = [BMAV(M)dm
S S

a0y = [ AMAV(M)dm— [BM AV (M)dm = [ (AM ~BM) AV (M)dm = [ ABAV (M )dm
S S S S

— —

G0y = ABA [V(M)dm = ABA P
S

cette relation est appelée loi de variation du moment cinétique
On constate que le moment cinétique obéit a la loi des transports des moments. Nous pouvons
alors construire un torseur cinétique dont les éléments de réduction sont: la résultante

cinétique et le moment cinétique.

P = [V(M)dm

[C]A =

o5 = [ AM AV (M)dm
S
P= fV(M )dm : résultante cinétique ou quantité de mouvement du systeme (S)
S

Op= jKM AV (M)dm : Moment cinétique au point A du systeme (S) dans le repere R.
S
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3.1. Expression de la résultante cinétique d’un systéeme matériel
Soit un solide (S) de masse m et de centre d’inertie G, en mouvement par rapport a un repere

orthonormé fixe R(O, x,y, z). Quel que soit M e (S) nous avons par définition du centre

—

d’inertie : J'GM dm = 6
S

> o >

Les points G et M sont Mobiles dans le repere R(O, X, Yy, z), nous pouvons écrire :

— — >

GM =OM-0G et leurs vitesses sont liées par la relation :

dGM _dOM dOG o 9OM G V)
dt dt dt dt

En dérivant cette expression par rapport au temps sous le signe intégrale, on obtient :

—

IdGM

dm = j(\7(|v|)—\7(e)jdm -0

S S

[V(M)dm =V (G)[dm=mV(G) ce qui donne : P =mV (G)
S S

La résultante du torseur cinétique est la quantité de mouvement du centre de la masse affectee

de la masse totale du systeme : I; = m\7(G)

3.2. Propriétés du moment cinétique
3.2.1. Théoréme de Koénig

- 5 >

Soit R, (O, x,y,z) un repére orthonormé fixe. Le référentiel de Koénig (appelé aussi

référentiel barycentrique) R; (G, X,y, z) est le référentiel lié au centre d’inertie du solide

dont les axes sont paralléles a ceux du repére fixe.
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La vitesse du repere R, par rapport au repére R, estnul : Q(R; /R,)=0

N

Nous allons chercher une relation entre : 7
- le moment cinétique du systeme en G

dans son mouvement par rapport & R, et ®)

N

- le moment cinétique du systeme en G

> |
< |

dans son mouvement par rapporta R; .

<
< |

Soit M un point du systéme matériel :

Sa vitesse dans le repére R, est donnée par: V°(M)=V°(G)+V (M)

Son moment cinétique au point G dans R, s’écrira: og g =J.é7M AV (M)dm
S

Son moment cinétique au point G dans R, s’écrira: og g :jé_M AV ¢ (M)dm
S

Nous avons alors :
Osrr, = [GM A(v°(c;) Ve (M)]dm = [GMAV®(G)dm + [GM AV © (M)dm
S S S

-—

or nous avons par définition du centre d’inertie : IGM dm =0 on obtient finalement :
S

Gerr, = GM M AV (G)+ [GM AV E (M)dm = [GM AV & (M)dm = 57
S S S
- -
OGir, = OGIRs
Le moment cinétique en G centre d’inertie du systéme est le méme qu’il soit présenté dans le

repere R, oudans le repere R,.

En un point A quelconque de I’espace nous aurons par la formule de transport :

-

O pin = Oarn, + AGAMV(G)

Nous avons ainsi le théoreme de Koénig pour le moment cinétique.
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3.3. Moment cinétique d’un solide (S) indéformable, lié a un repere R, en mouvement
quelconque par rapport a un repeére fixe R, .

Soit M un point du solide, sa vitesse est donnée par la cinématique du solide, elle a pour

expression: V'(M) :V‘(Ok)+QL/\OkI\7I

Le moment cinétique au point O, est donné par: ¢'(0,) = IOIK/I AVH(M)dm
S

En remplacant I’expression de la vitesse dans celle du moment cinétique, nous obtenons :

O'i(ok):J-OkKA/\(Vi(Ok)+QL/\Ok|\_/)|jdm

S

o' (0,) :jokK/lAvi(ok)dm+jokK/|A(QikAok|\7| ]dm —o+0,
S S

—

avec : ;lzjd;KAAV‘(Ok)dm et gzzfokMA(QLAOkﬁJdm
S S

Expression de ;1 :
o, = [O,MAV(0,)dm = j(d‘k& GM j AV (O, )dm
S S
= [0,GAV'(0,)dm+ [GM dm AV'(0,)
S S

o, =0,GAV'(0,)[dm+ [GM dm AV (O,)
S S
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Comme G est le centre d’inertie du solide, nous avons alors : IC;M dm=0

d’ou:

— -

o, =0,GAmV (O,)

Expression d

—

N
e o, :

0?2 = J.OkM /\(QL A (7);|\_/)| jdm
S

Afin de développer cette expression, nous utilisons les coordonnées du point M dans le

R
repere R, et les composantes du vecteur vitesse de rotation €, dans le repére R, .

5, =[O
S

S

N Q
. Q= {Q
R, £
o X Q, X X Q) —yQ,
OKMJ: YA QA Y = YA XQ, — 20,
R, z R, Q, R, z R, z R, yQ, —xQ,
y(yQ, —xQ,)-z(xQ, - 7Q,) Q (Y +2°)-Q,xy-Q,xz
OkM]_ 2(2Q, —yQ,) = X(YQ, —XxQ,)= -Qxy+Q (x*+2%)-Q,yz
R [X(xQ, —2Q,) - y(zQ, -yQ,) g —Qx2-Q yz+Q,(x* +12°)
k k

[Q;Acm jdm:

R

ij(y2 + zz)dm—Qy_[xydm—Qijzdm
—QXSJ‘ xydm+QyJ'(x2 +Szz)dm —ijzdm

S S S
—ijxzdm—QyJ'yzdm+QZJ'(x2 +2%)dm
S S S

cette expression peut s’écrire sous la forme :

N -

At 0, = [Iok ]Qlk
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- - -
on aboutit a I’expression finale : ¢'(0,) = 0,+ 0, quis’écrira:

o'(0,)=0,GAmV'(0,) +[l, JO

Cas particuliers :

- Silerepére R, est fixe par rapporta R, alors V'(O,) -0 = o' (0) =[l,]ol

-

- Silepoint O, estconfondu avec le centre G alors 0,G=0 =  o&'(G)=[l,]Q!

3.4. Théoréme de Koénig pour un systeme materiel (S)

Sous la forme généralisée nous avons :

o (M) =" (G)+MGAMV (G) avec o'(G)=oc"(G)

Nous pouvons ainsi écrire la relation sous la forme :

o' (M) =[I4 ], + MGAMV' (G)
I :estle moment d’inertie du systéme en son centre d’inertie.

4. Torseur dynamique
4.1. Définition
Soit M un point du systéme matériel (S) en mouvement par rapport a un repére fixe R.
dav(m)
dt
- On appelle résultante dynamique ou (quantité d’accélération) du point M :

L’accélération du point M est donnée par: (M) =

B:I;(M)dm ou II%):Zmi 7(M,)

- On appelle moment dynamique, le moment de la résultante dynamique (moment de la

quantité d’accélération) par rapport a un point A du repére R :

5y = [AMAZ(M)dm ot &, =Y AM,Am, 7(M,)
S 1
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On construit le torseur dynamique avec ces deux grandeurs comme éléments de réduction de

ce torseur. Le torseur dynamique en un point A du repére R s’exprime sous la forme :

=j?(M)dm B=Ym (M)
[D]A = ou [D]A = '

-—

é?A:J.AM/\y(M)dm 5=ZAM A, 7/(M)

Le systeme étudié n’est pas nécessairement indéformable comme pour le torseur cinétique. Le
moment dynamique obéit aussi de la méme maniere a la formule de transport des moments.

Les moments dynamiques en deux points quelconques A et B sont liés par :

- > — o

5, =065+ ABAD

4.2. Calcul de la résultante dynamique

Soit G le centre d’inertie du systéme dans le repere R , la résultante dynamique s’écrit :

dvV(M)

dP _dmv(G) -
dt dt =my(©)

5=£;(M)dm=_[ -

S

d—>
=—|V(M)dm =
dtl()

Si la masse du systéme est constante, la résultante dynamique est égale au produit de la masse

par I’accélération de son centre d’inertie.

D=my(G)
La résultante du torseur dynamique est égale a la quantité d’accélération du centre d’inertie du
systeme affectée de la masse totale.

4.3. Théoréme de Koénig relatif au moment dynamique

Soit R, (O, x,y,z) un repére orthonormé fixe. Le référentiel de Koénig (appelé aussi

référentiel barycentrique) R; (G, X,y,z) est le référentiel lié au centre d’inertie du solide

dont les axes sont paralléles a ceux du repeére fixe.

La vitesse du repere R, par rapport au repére R, estnul: Q(R; /R,)=0
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Nous allons chercher une relation entre :

- le moment dynamique du systeme en G dans son mouvement par rapport a R, et

- le moment dynamique du systeme en G dans son mouvement par rapporta R; .

N

Soit M un point du systéme matériel:
Son accélération dans le repére R, estdonnée par: y°(M)=y°(G)+y°(M)

Son moment dynamique au point G dans R, s’écrira: 5G,R0 = jéfl\7l A;;(M)dm
S

Son moment dynamique au point G dans R, s’écrira: bi,RG = J'éfl\%/l A;/%(M)dm
S

Alors: 5, = [GM A (;0 (G)+ 75 (M )jdm = [GM A 75 (G)dm -+ [GM A 7© (M)dm
S S S
Sern, = [GM dmA7(G)+ [GM A& (M)dm
S S
or nous avons par définition du centre d’inertie : jéil\ﬁ/l dm= 6 on obtient finalement :
S
Sorn, = [GM AVE(M)dm =5, .
S

- -

5G/RO = 5G/RG
Le moment dynamique en G centre d’inertie du systeme est le méme, qu’il soit présenté dans

le repére R, oudans le repere R;. Enun point A quelconque de I’espace nous aurons par la

formule de transport:  o,,p =0gr, AGAMV °(G)

Nous avons ainsi le théoreme de Koénig pour le moment dynamique.
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4.4. Relation entre torseur cinétique et torseur dynamique

Soit A un point quelconque du repere R, pas nécessairement un point du systeme matériel

et un point M du systéeme matériel. Nous avons le moment cinétique au point A qui est
donnépar: o, = IA_M AV °(M)dm

S
Dérivons cette expression :

0 Apn - N 0y, 0
o, ji AM AV (M) |d jd AM AVO(M)dm+IAMAwdm
dt !t ! dt

ddaA =j CAM S (Mydm + 5,
S

d°AM >

or NOUS avons : =V°(M)-V°(A)

0 - - - N
494 _ oM AmVO(G)+s,

_ j[vﬁ‘)(m)—vﬁ°(A)]Avﬁ°(M)dm+i =

S

on obtient ainsi la relation finale entre le moment cinétique et le moment dynamique

— o
§A:d oA
dt

Cette relation ne doit en aucun cas étre confondue avec la formule de transport.

FVO(A) AV (G)

4.5. Cas particuliers

Dans certains cas particuliers la dérivée du torseur cinétique est égale au torseur dynamique :
1) Aest fixedansR, < V°(A)=0

> do,

it Si: 42) Aestconfondu avecG < V°(A)/\V°(G):5

YVO(AIVIG) =0 < VO(A)AV'(G)=0

Dans ces trois cas particuliers seulement, nous pouvons écrire :

-
—

D, = 9% avec [D]A={9 et [c],;{
dt S,

1Tl

9

A
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5. Energie cinétique
5.1. Définition

L’énergie cinétique d’un systéme matériel continu (S) en mouvement par rapport a un repére

5 2
fixe R, est définie par la quantité scalaire exprimée par la relation : E2 = I%(VO(M )j dm
S

5.2. Théoréme de Koénig relatif a I’énergie cinétique

Soit R,(O,x,y,z) un repére orthonormé fixe. Le référentiel de Koénig (appelé aussi
référentiel barycentrique) R;(G,X,y,z) est le référentiel lié au centre d’inertie du solide
dont les axes sont paralléles a ceux du repeére fixe.

La vitesse du repere R, par rapport au repére R, estnul: Q(R; /R,)=0

Nous allons chercher une relation entre :
- L’énergie cinétique du systéeme dans son mouvement par

rapport a R, et

- L’énergie cinétique du systéme dans son mouvement par

< |

rapport a R

Soit M un point du systéme matériel. La loi de composition des vitesses donne :

VOM) =V (G)+V e (M)

en remplacant cette expression dans celle de I’énergie cinétique nous aurons :

E2 ZQ%(VQO(GHVQG(M)j dm :%(VQO(G)J !dm+!VHO(G)°V%G(M)dm+%£[vﬁG(M)j .
Or NOUS avons : VHG(M) _d°GMm

dans le repére R

o _1{\,% i o d - 1 G i
Eczg(v (G)j !dm+v (G).E_S[GMdm+§£(V (M)j dm

nous avons aussi par définition du centre d’inertie que : JC;M dm=0
S
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L’expression de I’énergie cinétique devient :
(.7 ’ 1o % ’
0 _ - 0 - G
Ec = Z(V (G)J !dm+2£(v (M)j dm

. 2
qui s’écrit aussi sous la forme réduite : EZ =%[V°(G)J J'dm + E
S

L’énergie cinétique du systeme (S) en mouvement quelconque par rapport au repére R, est

égale a I’énergie cinétique du systéme dans son mouvement autour de son centre d’inertie G
augmentée de I’énergie cinétique du centre d’inertie affecté de la masse totale du systeme.

Cette relation constitue le théoreme de Koénig pour I’énergie cinétique.

5.3 Solide indéformable en mouvement quelconque

Soit R, (O, X,,Y,,2,) un repére orthonorme fixe et R, (O,,X,,Y,,z;) un repére lié a un
solide indéformable et de centre de d’inertie G.

Le solide est en mouvement quelconque tel que O, € (S) . La vitesse de rotation du repere R,
par rapport au repére R, est : Q2

Soit M un point quelconque du solide, nous avons par la cinématique du solide :

V(M) =V°(0,) +Q°AO,M

L’énergie cinétique du solide (S) est donnée par :

N 2 - - - 2
= :I%(VO(M)j dm:I%(VO(Ol)H)f/\Ole dm

S S

EC j%(v (M )]{V °(0,)+Q°AO,M jdm
S

~V°(0,). j%{vﬁ" M )jdm ; J%V%O(M ) .(ﬁfA oM jdm

S

=§V0(Ol).mVO(G)+Qf-J.%O_;KA/\VO(M)dm
S

L’expression du moment cinétique déja développée auparavant est donnée par :

°(0,) = [O,MAV®(M)dm
S
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Nous avons alors I’énergie cinétique en fonction du moment cinétique du solide:
E(C) :EVO(Ol)omVO(G)‘i‘QgOGO(Ol)
Si le centre O, du repére R, est confondu avec le centre d’inertie G du solide : O, =G alors :
1 - 2 - -
E2 = Em(VO(G)j +Q2.0%(G)
Le moment cinétique en G s’écrit:  &°(G) =1, Q) on aboutit a la relation finale :

- 2 > -
E :%m(VO(G)] +Q% .1, Q0

N 2
%m(v O(G)] . est I’énergie cinétique de translation du solide

QfT .1, Q) :estI’énergie cinétique de rotation du solide autour de son centre d’inertie G.

L’énergie cinétique totale d’un solide en mouvement quelconque dans I’espace est égale a la
somme de I’énergie cinétique de translation de son centre d’inertie affectée de la masse du

solide et de I’énergie cinétique de rotation autour du centre d’inertie.
Cette relation constitue le théoréeme de Koénig pour I’énergie cinétique.

L’énergie cinétique totale peut s’exprimer en fonction des torseurs cinématiques et cinétique

au point O, en la mettant sous la forme :

1] Qf mV°(G)

ES ==
C 2 %0 »0
ViM)) o (O)

L’énergie cinétique totale d’un solide est égale a la moitié du produit scalaire du torseur

cinématique par le torseur cinétique au point O, exprime dans le repere R, .

el =2l -],
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5.4. Solide indéformable en mouvement de rotation pur
Dans le cas ou le solide est en mouvement de rotation pur autour d’un axe A passant par un

point O, du solide et de vecteur unitaire u tel que : A(Og,u) avec Q) =Qu .Le moment

2 -
d’inertie par rapport a cet axe est donné par: 1, =u’ 1o, -U
—
z
(S)
Os N
5 y
X
2
u

(4)

L’énergie cinétique de rotation pure est donnée par :

1 ot % 1
Eg:EQg .Ios.Qg:EQu

5.5. Energie cinéetique d’un ensemble de solides
L’énergie cinétique d’un ensemble de solides (S) constitué des solides (S1, Sy, Ss, ...... Sn)

dans un repére R, est égale a la somme des énergies cinétiques de chaque solide exprimée

dans le méme repére.

EL(S) = Y EL(S)
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