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INTRODUCTION

Le mot topologie vient du grec topos et logos qui signifient « lieu » et « étude »; mot a mot,
c’est donc « I’étude du lieu ». Plus précisément c’est I’étude de la notion de proximité : comment dire
précisément si deux points d’un espace sont proches I'un de I’autre, c’est-a-dire voisins, ou si une
suite de points fend vers un point donné ? La topologie tente de donner un sens précis a la notion de
voisinage, de limite et de fonction continue entre deux espaces (c’est-a-dire de fonction qui préserve
la notion de voisinage). Nous verrons qu’un espace topologique est un espace ou il existe une notion
trés abstraite de voisinage.

Les espaces topologiques les plus simples sont les espaces métriques introduits par Maurice Fré-
chetE] (1906) qui possedent une notion de distance : il est facile de dire si deux points sont proches si
I’on dispose d’une distance mesurant leur éloignement. Ce sont les espaces que nous allons étudier
principalement dans ce cours. Nous parlerons aussi brievement des espaces topologiques, qui furent
introduits par Felix Hausdorffﬂ (1914) et Kazimierz KuratowskiE] (1922).

Ce cours est une introduction aux notions de base. Il contient le strict minimum pour celui qui
souhaite poursuivre les études en mathématiques. Comme la topologie repose sur relativement peu
de connaissances acquises, elle présente 1’occasion idéale pour 1’étudiant de combler d’éventuelles
lacunes en logique ou en théorie des ensembles. C’est la raison pour laquelle la plupart des énoncés
sont suivis d’une démonstration complete.

Ce polycope est organisé comme suit :

Dans le premier chapitre, nous donnons les généralités sur les espaces métriques et les espaces
vectoriels normés (e.v.n ). On y etudie les notions de distance, de norme et de leurs propriétés. On
introduit aussi la topologie des espaces métriques, les suites convergentes et les fonctions continues.

Dans le deuxieme chapitre, nous étudions les espaces métriques complet qui joue un rdle important
da I’analyse.

Les deux derniers chapitres concernent les grandes notions de topologie, a savoir I’espace compact

et I’espace connexe.

1. Maurice Fréchet est un mathématicien frangais, né a Maligny en 1878. Ses travaux en analyse fonctionnelle le
poussent a chercher un cadre plus général que la métrique euclidienne. Il introduit les espaces métriques et dégage les
premieres notions de topologie.

2. Felix Hausdorff est un mathématicien allemand, né a Breslau en 1868. Il est célebre pour son apport fondamental en
topologie. Il développe la théorie des espaces métriques introduite par Fréchet en 1906, et démontre 1’existence et 1’unicité
de la complétion d’un espace métrique.

3. Kazimierz Kuratowski est un mathématicien polonais, né a Varsovie en 1896. Ses travaux portent sur la théorie des
fonctions de variable réelle, la topologie et la théorie des ensembles.



1 Chapitre |

ESPACES METRIQUES ET ESPACES VECTORIELS NORMES

1.1 Espaces métriques et espaces vectoriels normés
Définition 1.1.1. Soit E un espace vectoriel sur K (= R ou C). Une norme sur E est une application
Il - E — R4 vérifiant :

(1). ||x|| = 0 si, et seulement si x = 0,

(2). ||Ax]| = |A]||x|| pour tout A € K et tout x € E (homogénéité),

(3). [Jx+y| < x|+ [ly|| pour tous x,y € E (inégalité triangulaire)

Si ||| est une norme sur ’espace vectoriel E, le couple (E ) HH) est appelé espace vectoriel normé

(e.v.n).

Remarques

(1). En prenant A = —1 dans (2)) de la Définition|1.1.1} on obtient ||—x|| = ||x|| pour tout x € E,

(2). Pour toutx, y € E, ona [[x]| — [y < [lx—]

Exemple 1.1.2. L’application x — |x| est une norme sur K (ol
si K =R et le module si K = C). C’est la norme usuelle de K.

-| désigne la valeur absolue usuelle

Définition 1.1.3. Soit X un ensemble non vide. Une distance ou métrique sur X est une application
d: X xX — R, vérifiant :

(). d (x, y) = 0 si, et seulement si x = y (séparation),

2). d(x, y) = d(y, x) pour tous x,y € X (symétrie),

3). d(x, y) < d(x, z) + d(z, y) pour tous x,y,z € X (inégalité triangulaire).
Si d est une distance sur X, le couple (X , d) est appelé un espace métrique.

1 si x#y

Exemple 1.1.4. Soit X un ensemble non vide. L’ application d définie par d (x, y) = { 0 s
si x=yYy

est une distance sur X, appelée la distance discrete sur X.

2



3 1.2. Les normes sur ’espace vectoriel R”

Proposition 1.1.5. Si (E, HH) est un e.v.n, I’application d : (x, y) € E X E v+ ||x—y|| est une dis-

tance sur E. Ainsi, tout e.v.n est aussi un espace métrique. La distance d ainsi définie vérifie :
(1). Pourtoutx,y, z€E, ona d(x—i—z Y —|—z) = d(x, y). On dit que d est invariante par translation,

(2). Pourtoutx,y€E ettout A €K, onad(Ax,Ay) = |A|d<x, y).
Preuve. Exercice. O

La distance associée a la norme usuelle sur K est appelée la distance usuelle de K.

1.2 Les normes sur I’espace vectoriel R”
Rappelons que pour toutn > 1, R* =R xR x --- R, (n facteurs) est un K-espace vectoriel.

(Inégalité de Young). Soient p et q deux nombres réels strictement positifs tels que

—+—=1. Alors pour tous x, y € [0, +oo[, on a
P g

xP oy

xy < —+— (1.2.1)
p q
. 111 , p
Preuve. Puisque p >0etg>0,1=—4+—-> —. Donc, p > 1 et g > 1. D’autre part, g = T
p q p -
N
L’inégalité est immédiate si y = 0. Soit maintenant y > 0. Pour x > 0, posons f(x) = X — Xy.
p q
Puisque p > 1, f est dérivable sur [ 0, +oo[ avec f'(x) =xP~! —y. f admet donc un minimum au point
VN
X = yl’%l avec f(xp) = 0. Finalement, f est positive sur [ 0, oo [ ¢’est-a-dire xy < ol + r O
pP q

1 1
_ Soient p et q deux nombres réels strictement positifs tels que —+ — = 1. Alors pour
P q
tout ((al,-'- ,an>,(b1,--- ,bn)) cR"xR", ona

1
q

1
n ? n
< [Zakd X [Zwk\ﬂ (inégalité de Holder). (12.2)
k=1 k=1

n
> aby
k=1

1 1
Pour p=q =2, onabien —+ — =1 et 'inégalité (1.2.2) est appelée inégalité de Cauchy-Schwarz.
P q

n n
Preuve. Posons ot = > |ag|” et B =" ||,
k=1 k=1
Si o =0ou f =0, tous les a; ou tous les by sont nuls et I’inégalité est vraie.

b
Supposons maintenant que & > 0 et § > 0. On applique (I.2.1)) en prenant x = @ ety= |—kl|, on a,
or B
pour chaque £ :

— X —F<

ar  Bi pa af

a b a|’  |bi|?
|| ‘]ﬂ lal”  1oidl”
q
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1. Espaces métriques et Espaces vectoriels normés 4

En sommant terme a terme pour k allant de 1 a n, on a

"
> T X

k=1 0P

o] _ 1 1
T S —Xxat+—
B: ~ pa qp

Donc,
1 1 &
ar 7 k=1
C’est-a-dire

1
q

1
n n » n
S el b < [z\akv’] . [zrbkw]
k=1 k=1 k=1

n n
Comme Zakbk SZ’GH X |by|, on a le résultat. d
k=1 k=1
_Soitpe]1,+00[.Alorsp0urt0ut((al,---,a,,),(bl,--~,bn))ER"XR", ona
n 3 n 5 n 3
lZ|ak+bk|p < Z|ak!”] + [ZM’] (Inégalité de Minkowski). (1.2.3)
k=1 k=1 k=1
Preuve. On a:
(el +18x1)" = (lae| + [bel ) (Jael + 18l = lae] (Jal + 1oi])"" + Lol (el + [l )
Ainsi,
. p . p—1 - p—1
> (lael+ 16e])” =" lael (lal +16el)" "+ D" be] (laxl + 1bel)"
k=1 k=1 k=1
Soit ¢ un nombre réel tel que 1 < g < +oo et611+11):1.D’aprés I’inégalité de Holder on a :
. p—1 . A (p—1)q ;
o > lanl (Ja +1bi] )" < ZlakI] > (lael + [bel) ] et
k=1 k=1 k=1
& p—1 & P (p—1)q ;
> Ibel (lael + 1be])” < Z‘bkq [Z(\ak!kul) ] :
k=1 k=1 k=1
Donc,
- p | ’ . ] [ (r—1)q g
> (lawd +15ed)” < { (X lal?)” + (3o 18e1”) " | |32 (lael + o] ]
k=1 L k=1 k=1 1 k=1
IS P , - p % [ & (r—1)q = 1 1
< _(kzl|ak| ) +(kzlrbk| ) | |25 el + 1) ] -
[ n 1 n 17 [ n » 1*%
< (X lal”)” + (X 10el”) " | {32 (el + o] ] . car (p—1)g=p.
L k=1 k=1 1 k=1
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1.3. Propriétés de la distance

n

e Si Z(|ak| + \bk|>p =0, tous les ay et les by sont nuls et I’inégalité est immédiate.
k=1

1—-1
n n P
e Si g (|ak| + \bk|>p > 0, apres simplification par l E (|ak| + |bk|>p] , on a ’inégalité.
k=1 k=1

O]

_ Pour (xl e ,xn> € R", on définit les applications :

1
2
x|l :max{|xk .

n n
2
k=12, -, n}, Ixlly = el et xll, = [ZW ]
k=1 k=1

Alors |||, |||, et |||, sont des normes sur R".

Preuve. Pour j=1, 20ue,ona
* |lx[|; = 0'si, et seulement si x; = 0 c’est-a-dire x = 0.
* [[Ax[l; = [A|[lx][; pour tout x € R" et tout A € K.
Il reste & vérifier I'inégalité triangulaire ¢’est-a-dire |[x+y||; < [lx[|; + [Iv]l;-
n n
(1). Pour j =1, on a |x; +yi| < |xx| + |yx| pour tout k. Donc, Z e+ ve| < Z(\xk\ + |yk|).

k=1 k=1
(2). Pour j =2, on prend p = 2 dans I'inégalité de Minkowski (I.2.3), on a :

1 1
2 2

+

1
2

<

- 2
[Z ek =+ il
k=1

c’est-a-dire [+ yll; < [lxlly + [Iyll, -

n
Sl
k=1

n
S el
k=1

(3). Pour j = o, ona b +yi| < el + [yil < l[xl|.. + [[¥[l.. pour tout k. Mais x4 yl|., = |xxy + Y, |
pour un certain k. Il s’ensuit que ||x+y||. < ||x[|.. + [|Y||.-

O]

1.3 Propriétés de la distance

Proposition 1.3.1. Soit (X, d) un espace métrique. Alors pour tout x,y et zde X , on a :
‘d(x,y) —a’(x, z)’ < d(y, z).

Preuve. Soiet x,y,z € X. Puisque d est une distance, la relation (3)) de la Définition [I.1.3]donne

d(x,y) Sd(x,z>+d(z,y) et a’(x,z) Sd(x,y>+d<y,z).
Donc,

d(x,y) —d(x,z) Sd(z,y) et d(x,z) —d(x,y) Sd(y,z).
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1. Espaces métriques et Espaces vectoriels normés 6

Comme d (y, z) =d (z , y) (d’apres (2)) de 1a Définition , on a

{d(x,y) — d(x,z) < d(y,z)
dez) — dlxy) < dlv)
Ainsi, d(x,y)—d(x,z)‘:max{d(x,y)—d<x,z>;d(x,z)—d(x,y)}ﬁd(y,z) O

Définition 1.3.2. Soient X un ensemble non vide, d; et d» deux distances sur X. On dit que d; et d;

sont équivalentes s’il existe deux constantes positives & et f3 telles que
od; (x,y) < d2<x,y) < ﬁdz(x,y> pour tout x,y € X.

Si les deux distances d; et d» sont associées respectivement aux normes ||.||; et ||.||,, on dit que les

deux normes sont équivalentes.

Proposition 1.3.3. Dans R", les trois normes ||-||., ||-||; et |||, sont équivalentes et on a :

oo’

oo < -l < V-l < 01l

Maintenant, quand on parle de I’space RR”, il s’agira de R” muni de la distance associée a ’'une

des trois normes.

Définition 1.3.4. Soient A un sous-ensemble non vide et x € X. On appelle distance de x a A le
nombre positif ou nul défini par d (x R A) = infd (x , y).
yeEA

Noter que d (x, A> = 0 si, et seulement si x € A.

Définition 1.3.5. Soient A et B deux sous-ensembles de X.
(1). On appelle distance entre A et B le nombre d(A,B) = inf{d(x, y)ix€Aetye B}.
(2). On appelle diamétre de A le nombre positif diam (A) = sup {d (x, y) ; X,y € A}.

(3). On dit que le sous-ensemble A est borné si diam(A) est fini.

Proposition 1.3.6. Un sous-ensemble A de (X , d) est borné si, et seulement s’il existea € X et r >0
tels que d(a , x) < r pour tout x € A.

Preuve. Si A est borné ¢’est-a-dire il existe M tel que diam(A) < M, il suffit de fixer un x quelconque
dans A et prendre r = M. Réciproquement, supposons qu’il existe r > 0 et a € X tels que d (a , x) <r.
Alors pour tout x,y € A, on a d(x, y> < d(x, a) +d<a, y) <2r.Donc diam(A) <2retA estborné. [

Remarquer que le diametre d’un singleton est nul.

Proposition 1.3.7. Soit E un espace vectoriel normé. Un sous-ensemble A est borné si, et seulement

s’il existe un réel M > 0 tel que ||x|| < M pour tout x € A.

fanilo R. Randriamabaleo
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7 1.4. Topologie des espaces métriques

Preuve. Supposons que A est borné et soit a € A. Alors
VxcA, |[x—all+a] <diam(A) +[|al|.

En prenant M = diam(A) + ||a

,on a ||x|| < M pour tout x € A.

Réciproquement, supposons qu’il existe un réel M tel que ||x|| < M pour tout x € A. Alors
Vr,y €A, d(x,y)=|x—yll < [lxl|+[lyll < 2M
Donc diam(A) < M et A est borné. O
La propriété suivante est nécessaire.
Proposition 1.3.8. Soient A et B deux sous-ensembles bornés de (X , d). Alors AU B est borné et
O0(AUB) <d(A,B)+38(A)+6(B).
Définition 1.3.9. Soient (X , d) un espace métrique et A un sous-ensemble de X. La restriction
digxa: AXA — [0, foof

a A de la distance d est aussi une distance, appelée la distance induite de d sur A.
Le couple (A ,d| A) est appelé sous-espace métrique de (X , d).

1.4 Topologie des espaces métriques

Dans cette section, on fixe un espace métrique (X , d> et les résultats de cette section sont valables
dans R".

Définition 1.4.1. Soienta € X et r > 0.

(1). On appelle boule ouverte de centre a et de rayon r, le sous-ensemble de X défini par
B(a, r) = {xEX ; d(a,x) < r}.

(2). On appelle boule fermée de centre a et de rayon r, le sous-ensemble de X défini par
Bf(a, r) = {xEX ; d(a,x) < r}.

(3). On appelle sphére de centre a et de rayon r, le sous-ensemble de X défini par
S(a, r) = {xEX ; d(a,x) :r}.

Exemple 1.4.2. Dans R muni de la distance usuelle, on a :
B(a7 r) =la—r,a+r][, Bf(a, r) =la—r,a+r] et S(a, r) = {a—r,a+r}.

Les figures suivantes montrent les boules unités ouvertes de R? pour chacune des trois normes |||, |||/

et ||-||,, dans cet ordre.

fanilo R. Randriamabaleo



1. Espaces métriques et Espaces vectoriels normés 8

Remarque 1.4.3. En vertu de la Proposition[I.1.3] dans R” toutes les boules peuvent s’obtenir comme
dilatation et translation de la boule unité. En effet, B (x , r) =x+rB (O , 1) etBy (x , r) =x+rBy (0 , 1) .

o = 2 3 4 5
B(0,1)

11 suffit donc de tracer B(O, 1) ou By (0, 1) pour se rendre compte de la forme de toutes les boules.

Définition 1.4.4. On dit qu’un sous-ensemble U de X est ouvert s’il est vide ou si, pour tout x € U,
on peut trouver un r > 0 tel que B(x, r) cU.
On dit que F C X est fermé si le complémentaire F© = X \ F de F est ouvert.

Exemple 1.4.5. On munit R de la distance usuelle et soient o, 8 € R.

(1). Les intervalles de la forme | —oo, ot[, |, B et | o, oo sont des ensembles ouverts de R.
En effet, soit x € | —oo, o[ et soit € = ot —x. Alors B(x,€) = |[x—€,x+€[ C | —co, @[. On
vérifie de la méme maniére pour les intervalles |, B[ et | o, +oo].

(2). Lintervalle [a, B] est un fermé de R puisque R\ [a, B] = | — o0, ot[ U] B, +oo[ est un ouvert
de R. Il en est de méme pour | —eo, ] et [, +oo].

Remarques

(1). Il existe des sous-ensembles de X qui ne sont ni ouverts ni fermés et il y en a aussi qui sont a la

fois ouverts et fermés.

(2). ouvert n’est pas le contraire de fermé.

fanilo R. Randriamabaleo



9 1.4. Topologie des espaces métriques

Définition 1.4.6. L’ensemble des ouverts de (X , d) est appelé la topologie de X définie par d.

Proposition 1.4.7. Si d, et d, sont deux distances équivalentes sur un ensemble X, les ouverts (resp.
les fermés) de (X , d1> et de (X , d2> coincident.
Proposition 1.4.8. Soir (X , d) un espace métrique et (A . d| A) un sous-espace de X. Alors
(1). V est ouvert de (A, d|A> si, et seulement s’il existe un ouvert U de (X , d) tel que V. =UNA.
(2). H est fermé de (A, d‘A> si, et seulement si il existe un fermé F de (X , d) tel que H = F NA.

(3). Si A est un sous-ensemble ouvert de (X, d), V est un ouvert de (A, d‘A) si, et seulement si
V CAetV estun ouvert de (X, d).

(4). SiA est un sous-ensemble fermé de (X, d), H est un fermé de (A, d‘A> si, et seulement si H C A
et H est un fermé de (X, d).

Preuve. Exercice. O

Théoreme 1.4.9. On a les propriétés suivantes :
(1). 0 et X sont des ouverts,
(2). toute intersection finie d’ouverts est un ouvert,

(3). toute réunion (finie ou non) d’ouverts est un ouvert.
Preuve. Exercice. ]

Exemple 1.4.10. D’apres le (3) du théoréme, un sous-ensemble de R est ouvert si, et seulement s’il

est réunion d’intervalles ouverts.

Théoreme 1.4.11. On a les propriétés suivantes :
(1). 0 et X sont des fermés,
(2). toute intersection (finie ou non) de fermés est un fermé,

(3). toute réunion finie de fermés est un fermé.
Théoréme 1.4.12. Toute boule ouverte est un ouvert et toute boule fermée est un fermé.

Preuve. Montrons que pour tout x € B(a, r), il existe s > 0 tel que B(x, s) C B(a, r).
Soit x € B(a, r) ets= r—d(a,x). Il est clair que s > 0 et pour tout y € B(x, s), on a

d(a , y) < d(y , x) + d(x, a) ( d’apres I’inégalité triangulaire)
< s+ d(a, x) =r

Donc y € B(a, r) c’est-a-dire B(x, s) - B(a, r) et B(a, r) est ouvert.

fanilo R. Randriamabaleo



1. Espaces métriques et Espaces vectoriels normés 10

Montrons maintenant que By (a, r> est fermé. Pour cela, il suffit de montrer que X \ By (a, r) est
ouvert. Remarquer que X\Bf (a, r) = {x eX; d(a , x) > r}.
SoitxeXtelqued(a,x) > rett:d<a,x> —r.Onat >Oetsiy€B(x,t),

d(a,y)>d(a,x)—d(x,y) >d(a,x)—t=r

Donc B(x, t) - {x eX; d(a , x) > r}. Ce qui prouve que X \ By (a , r) est ouvert ¢’est-a-dire By (a , r)

est fermé. O

Corollaire 1.4.13. Un sous-ensemble U de X est ouvert si, et seulement s’il est réunion de boules

ouvertes.
Preuve. Puisqu’une boule ouverte est un ouvert, il suffit d’appliquer le (3) du Théoréme|1.4.9 U

Définition 1.4.14. Soient V C X et x € X. On dit que V est un voisinage de x s’il existe un r > 0 tel
que B(x, r) C V. Cest-a-dire V est un voisinage de x s’il contient une boule ouverte centrée en x.

On note par ¥'(x) I’ensemble de tous les voisinages de x.

Il découle de la définition que si V est un voisinage d’un point x et si V. C W alors W est aussi un

voisinage de x. On a aussi la proposition suivante :

Proposition 1.4.15. Un sous-ensemble V de X est ouvert si, et seulement s’il est voisinage de tous ses

points.

Définition 1.4.16. Soit A un sous-ensemble de X et x € X.

(1). On dit que x est intérieur a A si A est un voisinage de x. Autrement dit, x est intérieur a A s’il
existe r > 0 tel que B(x, r) CA.

o
On appelle intérieur de A et on note A, I’ensemble de tous les points intérieurs a A. 11 est clair
[e]
que A C A.

(2). On dit que x est adhérent a A si, pour tout voisinage V de x, on a V NA # 0 c’est-a-dire encore
pour tout r > 0, B(x, r) NA #0.
On appelle adhérence de A et on note par A I’ensemble des points adhérents a A.
Remarquer que A C A car si x € A, pour tout r >0 onax € B(x, r) NA.

Remarque 1.4.17. Par construction, onaA C A C A, pour toute partie A d’un espace métrique (X ,d )

Proposition 1.4.18. Soient (X , d) un espace métrique, x € X et r > 0. Alors

(1). B(x,r) CBy(x,r),

o

(2). B(x, r) Céf(x, r).

Proposition 1.4.19. Soient (E - H) un espace vectoriel normé, x € E et r > 0. Alors
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11 1.4. Topologie des espaces métriques

On a les propriétés suivantes :

(o)

Proposition 1.4.20. Pour tout sous-ensemble A de X, on a : AC = (A)C et A€ = (A) )

Preuve. Nous allons seulement montrer la premiere égalité. On a

xeEX\A<=X\A e 7 (x)
<:>E|r>0telqueB(x,r> cX\A

= B(x, r) NA = 0 c’est-a-dire x ¢ A ou encore x € X \ A.

O]

Proposition 1.4.21. Soit A un sous-ensemble de X. Un point x est adhérent a A si, et seulement si
d(x,A)=0.

Preuve. Six € A, toute boule ouverte de centre x et de rayon strictement positif rencontre A ; ce qui
montre que d(x,A) = 0. Réciproquement, si d (x,A) =0, pour tout r > 0, il existe y € A tel que
B(x, r) NA # 0. O

Proposition 1.4.22. A est le plus grand ouvert contenu dans A.

o

Preuve. Nous allons montrer la proposition en trois étapes. On va d’abord montrer r que A est contenu
dans A, puls A est un ouvert et enfin, si U est un ouvert contenu dans A,onaU C A
Sixe A A € ¥(x) donc x € A, ce qui montre que A C A. D’autre part puisque x € A il existe

r > 0 tel que B(x, r) C A. Comme la boule ouverte B(x, r) est voisainage de tous ses points, A est un

[¢] [¢]
voisinage de tous les points de B(x, r). On a donc B(x, r) C A. Ceci étant vrai pour tout x € A donc
[¢]

A est ouvert.
Soient maintenant U C A un ouvert et x € U. Puisque U est ouvert, U est un voisinange de X.
La relation U C A montre qu’il en est de méme pour A donc U C A ce qui montre que A est le plus

grand ouvert contenu dans A. O
Les propriétés suivantes se déduisent de la proposition précédente.

Corollaire 1.4.23. Soient A et B deux sous-ensembles de X. On a

[e)
(1). A est ouvert si, et seulement si A = A,
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(2). A C Bentraine A C 109
(3). AUBCAUB et ANB=ANB.
Proposition 1.4.24. A est le plus petit fermé contenant A.

Preuve. 1l est clair, d’apres la Proposition [1.4.20, que A est fermé et pour tout x € A et tout » > 0, on

axe B(x, r) NA c’est-a-dire x € A, ce qui motre que A C A. D’autre part, si F est un sous-ensemble

fermé de X qui contient A, X \ F est un ouvert et X \ F C XA. Donc, X \ F C X \ A, c’est-a-dire
X\ F CA.Onen déduit que A C F. O

On déduit de la proposition précédente les propriétés suivantes

Corollaire 1.4.25. Soient A et B deux sous-ensembles de X. On a
(1). A est fermé si, et seulement si A = A,
(2). A C Bentraine A C B,
(3). AUB=AUBetANBCANB.
Définition 1.4.26. On dit qu’un sous-ensemble A de X est dense dans X si A = X.
Proposition 1.4.27. Pour tout sous-ensemble A de X, les assertions suivantes sont équivalentes
(1). A estdense dans X,

(2). Pour tout x € X et tout r > 0, il existe a € A tel que d(x, a) <r,

(3). Pour tout sous-ensemble ouvert U de X, on a U NA # 0,

Définition 1.4.28. Soit A un sous-ensemble de X. On appelle frontiére de A et on note Fr(A) I’en-
semble défini par Fr(A) =A\A =ANAC.

Définition 1.4.29. Soit A un sous-ensemble de X. On dit que
(1). x € X est un point d’accumulation de A si pour tout 7 > 0, on a B(x, r) N (A \ {x}) #0.

En particulier, B(x, r) MA est un ensemble infini.

(2). x € X est point isolé si, et seulement s’il existe V € ¥ (x) tel que ANV = {x}

1.5 Suites dans les espaces métriques

Définition 1.5.1. Soient (X , d) un espace métrique et (x, ), une suite dans X. On dit que la suite (x,),
est convergente s’il existe £ € X tel que

Ve >0, 3N, >0; Vn €N, n> N, entraine d(x,,, Z) <e.

On note lirll X, = £ quand la limite existe.
n——+oo

Une suite qui ne converge pas est dite divergente.
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13 1.5. Suites dans les espaces métriques

Remarque 1.5.2. On peut reformuler la définition d’une suite convergente en terme de voisinage. On

dit que la suite (x,), est convergente s’il existe ¢ € X tel que
YV e ¥ (£), ANy €N, telquesi n> Ny, ona x, €V.

Proposition 1.5.3. Soient d, et dy sont deux distances équivalentes sur un ensemble X et soit <xn>
une suite dans X. Alors, x, — £ dans (X, d1> si, et seulement si x, — ¢ dans (X, d2>

Proposition 1.5.4. Dans un espace métrique, la limite d’une suite est unique quand elle existe.
Preuve. Supposons que (x,) converge vers {; et ¢5. Alors pour tout € > 0, il existe N € N tel que :
d (xn ) £1> S

et d(xn,£2)§ desque n> Ng.

| m
| m

Ainsi, pour n > N, I’inégalité triangulaire donne

d(0r, ) S d(br %) +d(m, £) <5+ 5 =e.

| m

Donc ¢1 = ¥,. ]

Rappelons qu’une sous-suite de (xn>n est une suite de la forme <x‘P(”))n ou ¢ : N — N est une

application strictement croissante.
Théoreme 1.5.5. Si (xn)n converge vers {, toute sous-suite (Xy(y))n de (Xn), converge vers L.

Preuve. Avant de faire la preuve, remarquons que si ¢: N — N est une application strictement
croissante, ¢(n) > n. (Pour le vérifier, il suffit de faire un raisonnement par récurrence).

Soit maintenant (x,) une suite convergeant vers £ et (xq,(n)) une sous-suite de (x,). Alors pour tout
€ > 0, il existe N; € N tel que si n > Ng, d(x,, , E) < €. Grace a la remarque précedente, si n > Ng,
¢©(n) > n > N, et donc d(xq,(n),f) < € c’est-a-dire (x(p(n)> converge vers £. O

Proposition 1.5.6. Soient (E , ||H> un espace vectoriel normé et (x,,)n, (y,,)n deux suites dans E.
Soient o, B dans K. Si les deux suites (xn>n et (yn>n convergent dans E, la suite (axn +[3yn>n
converge dans E et on a ngrfm<axn + ﬁyn) =0 ngrfwxn +B ngrfm Vi

Preuve. Exercice. O]

Le théoreme suivant caractérise 1’adhérence d’un sous-ensemble d’un espace métrique a 1’aide

des suites.

Théoreme 1.5.7. Soient A un sous-ensemble d’un espace métrique (X ,d > etx € X. Alors x € A si, et

seulement s’il existe une suite (x,), C A telle que lir_"r_l X, = X.
n——+oo
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Preuve. Supposons que x € A. Alors pour tout € > 0, B(x, s)capA # (0 c’est-a-dire il existe & € A tel
que d(x, Ot) < €. Donc pour n > 1, il existe a, € A tel que d(x,q,) < % La suite (¢,), est dans A et
converge Vers X.

Réciproquement, soit (x,), une suite dans A qui converge vers x et soit € > 0. Alors il existe N € N
tel que sin > N, d(x, xn> < €. Donc B(x, 8) N A # ( puisqu’il contient tous les x,, dés que n > N.
D’ou x € A. O

Corollaire 1.5.8. Un sous-ensemble A d’un espace métrique (X ,d ) est fermé si, et seulement si toute

suite d’éléments de A qui converge admet sa limite dans A.

Définition 1.5.9. Soit (x,), une suite dans I’espace métrique (X ) d). On dit qu’un élément o € X est

une valeur d’adhérence de la suite (x,), si
Ve>0,VNEN, In >N telque d(x,, @) <E€. (1.5.1)

La relation (I.5.1)) équivaut a "Pour tout V € 7 (), {n eN;x, € V} est un ensemble infini" ou
encore "pour tout € > 0, ’ensemble {n eN;x, € B((x,s)} est infini".

Théoreme 1.5.10. Un élément o € X est une valeur d’adhérence de la suite (x,), si, et seulement s’il

existe une sous-suite (x(p(n)) de (xn), qui converge vers «.

Preuve. Supposons que « soit limite d’une sous-suite de (xn)n c’est-a-dire il existe une application
¢ : N — N strictement croissante et & = limxy,). Soient € > 0 et N € N. Trouvons un entier n tel
que n zNetd(x,,,a) <eE.
Par hypothese, o = limx,) donc il existe ng € N tel que si n > no, d(xq,(,,), Oc) < €. Posons n| =
max(ng,N) et np = @(n). Onany > ny et ny > N donc, d(xnz,a> <e.

Réciproquement, supposons que ¢ soit une valeur d’adhérence de (x,l)n. Définissons une appli-
cation ¢ : N — N de la maniere suivante :

* ¢(0) est choisi arbitrairement dans N et

* pour tout n > 1, @(n) est le plus petit entier tel que

o(n—1) < @(n) (1.5.2)
et
d(xp(m, o) < €. (1.5.3)

L’entier @(n) existe car o est une valeur d’adhérence de (x,,)n. La relation (1.5.2) assure que
I’application @ est strictement croissante et la relation (I.5.3) montre que <X‘P("))n converge

vers .

O]

Corollaire 1.5.11. Si (xn)n converge vers {, 'unique valeur d’adhérence de (x,), est (.

fanilo R. Randriamabaleo



15 1.6. Applications continues

Preuve. Puisque (xn)n converge vers /, toute sous-suite de (x,,)n converge vers ¢ ; autrement dit £ est

une valeur d’adhérence de la suite (xn>n. Comme la limite est unique, £ est I’unique valeur d’adhérence

de (x,) . O
Une suite peut avoir aucune ou plusieures valeur d’adhérence :

e La suite réelle (xn)n définie par x,, = n d’a pas de valeur d’adhérence,

0 si nestpair

. La suite réelle <xn>n définie par x,, = { admet deux valeurs d’adhérence,

1 si nestimpair
asavoir O et 1

Le théoréeme suivant caractérise les sous-ensembles denses a 1’aide des suites

Théoreme 1.5.12. Un sous-ensemble A d’un espace métrique X est dense si, et seulement si pour tout

x € X, il existe une suite (x,), d’éléments de A qui converge vers x.
Preuve. La démonstration est la méme que celle du Théoreme O

Remarque 1.5.13. Si on pose A = {x,, ;n€E N} et x est un point d’accumulation de A alors x est une

valeur d’adhérence de la suite (x;,),.

1.6 Applications continues

Définition 1.6.1. Soient X et Y deux ensembles quelconques et f: X — Y une application.

(1). Pour tout sous-ensemble A de X, on appelle image de A par f et on note f(A), le sous-ensemble

de ¥ défini par f(4) = {f(x); xe A},
En particulier, f(X) est appelé image de f et on la note . m(f).

(2) . Pour tout sous-ensemble B de Y, on appelle image réciproque (ou antécédent) de B par f et on
note f~!(B), le sous-ensemble de X défini par f~!(B) = {x €X; flx) e B}.

Définition 1.6.2. Soient X un ensemble, (Y, 5) un espace métrique et f: X —> (Y, 6) une applica-
tion. On dit que f est une application bornée si .#m(f) est un sous-ensemble borné de (Y ) 5).

Dans la suite on fixe deux espaces métriques (X , d) et (Y , 0 )

Définition 1.6.3. Soient A un sous-ensemble de X, & € A, f: A — Y une application et £ € Y. On

dit que f a pour limite £ en & ou que f(x) tend vers ¢ quand x tend vers o et on écrit lim f (x) =1{si
X
Ve>0,3dn>0; VxeA, d(x, a) <N entraine 8<f(x),£) <e.

Noter que si @ € A, f ne peut avoir d’autre limite en @ que f(a).

Sous les hypotheses de la Définition [I.6.3| ci-dessus, nous avons le théoréme suivant

Théoréme 1.6.4. L’application f a pour limite { en « si, et seulement si pour toute suite (x,), de A

convergeant vers o, (une telle suite existe car o, € A), la suite ( f (xn))n converge vers {.
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Preuve. Supposons que f a pour limite £ en o et soit (x,) une suite dans X qui converge vers Q.
Montrons que f (xn> converge vers /.
Soit € > 0. Il existe 1 > 0 tel que pour tout x € X, d(o,x) < 1 entraine 5(f(x) , €) <e.
Comme (x,) converge vers o, il existe N € Ntel que sin > N, d (x,,, Ot) <n.
Donc, pour n > N, on a o (E, f (x,,)) < &. C’est-a-dire la suite ( f (xn)>n converge vers /.
Pour la réciproque, nous allons montrer la contraposée de I’implication. Supposons que f(x) n’ait

pas de limite ¢ en & c’est-a-dire

Je>0,vn >0, In, €X, d(a,x,) <1 et 8(L, f(x,)) > €.

1 1
Ainsi, pour tout n € N, en prenant N = P on peut trouver x, € X tel que d(a,x,) < et
n n

41
5(6, f (x,,)) > €. On voit que la suite (x,) ainsi construite converge vers o alors que ( f (xn))n ne

converge pas vers {. O

Définition 1.6.5. On dit que I’application f: A — Y est continue en o € A si }g% = f(o). Autrement

dit, f est continue en o si
Ve>0,3In,.; Vx€A, d(a,x) <N, entraine 8(f(a) , f(x)) <e.
On dit que f est continue sur A si elle est continue en tout point de A.

On peut aussi caractériser la continuité a 1’aide des suites. Cette caractérisation est tres utile pour

verifier la continuité ou la discontinuité d’une application.

Théoreme 1.6.6. Une application f: (X , d> — (Y ) 6) est continue en Q. si, et seulement si pour
toute suite (x,), d’éléments de X qui converge vers a., la suite ( f (xn))n d’éléments de Y converge

vers f(o). Autrement dit, f est continue si, et seulement si pour toute suite (x,) dans X,

im_f(x,) = f( lim x,).

n—-+oo n—r+-o0

Preuve. 11 suffit de remplacer ¢ par (o) dans la preuve du Théoréme O

Les équivalences du théoréme suivant, appelées caractérisation topologique d’une application
continue, sont souvent utilisées pour montrer d’une part, qu’une application entre deux espaces mé-

triques est continue et d’autre part, qu’un sous-ensemble d’une espace métrique est ouvert ou fermé.

Théoreme 1.6.7. Soient (X , d), (Y , 5) deux espaces métriques et f : X — Y une application. Les

assertions suivantes sont équivalentes
(1). f estcontinue,
(2). Pour tout sous-ensemble fermé F de Y, f~1(F) est un sous-ensemble fermé de X,

(3). Pour tout sous-ensemble ouvert O de Y, f~1(0) est un sous-ensemble ouvert de X.
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17 1.6. Applications continues

Définition 1.6.8. Soient A un sous-ensemble de X, @ € A et f: A — Y une application qui admet
une limite £ en o. L application f définie sur A U {a} par

~ {f(x) si. x€A

{  siox=oa.
est continue et est appelée prolongement continue de f

Proposition 1.6.9. Soient f, g : X — Y deux applications continues et A un sous-ensemble dense de
X (c’est-a-dire A = X). Alors si f(x) = g(x) pour tout x € A, ona f = g sur X.

Preuve. Soit x € X et montrons que f(x) = g(x). Puisque A est dense, il existe une suite (x,) dans A
qui converge vers x. Puisque f et g sont continues en x, les suite ( f (xn)>n et (g(xn))n convergent vers

f(x) et g(x) respectivement. Par hypothese, ( f (xn))n = (g(xn)>n pour tout n donc f = g. O

Théoreme 1.6.10. Soient X, Y et Z trois espaces métriques. Si f: X — Y est continue en a € X et
g: Y — Z est continue en f(a), go f est continue en a. La composé de deux applications continues

est continue.

Preuve. Soit (x,) une suite dans X convergeant vers a. Puisque f est continue, f(x,) converge vers

f(a) ; puisque g est continue, g(f(xn)) converge vers g(f(a)). O

Proposition 1.6.11. Soient X un espace métrique, E un espace vectoriel normé et o, B € K. Si

f, g: X — E sont continues, of + g est continue.

Noter bien que E est un espace vectoriel normé car si E est un espace métrique quelconque, on ne

peut pas définir la somme de deux éléments.
Définition 1.6.12. Soit o € R. On dit que f: (X , d) — (Y , 0 ) est lipschitzienne de rapport « si
Pour tout x,y € X, ona 5(f(x) , f(y)) < ad(x,y).

Sideplus @ € [0, 1[, on dit que f est contractante.

Si a =1, on dit que f est une isométrie. Autrement dit, f: (X , d) — (Y , 5) est une isométrie si
pour tous x, y € X, on a 5(f(x) , f(y)) = d(x,y). Si f: (X, d) — (Y, 5) est une isométrie, les
deux espace X et Y sont dits isométriques.

Proposition 1.6.13. Si f: (X , d) — (Y, 5) est lipschitzienne, elle est continue.
Proposition 1.6.14. Si f: (X , d) — (Y, 5) est une isométrie, elle est continue et injective.

Preuve. La continuité est évidente car elle est 1 —lipschitzienne. Supposons maintenant que x et y sont
tels que f(x) = f(y). Alors 3<f(x) , f(y)) =0= d(x, y) c’est-a-dire x = y car d et 8. Donc, f est

bien injective. O

fanilo R. Randriamabaleo



1. Espaces métriques et Espaces vectoriels normés 18

Définition 1.6.15. On dit qu’une application f: X — ¥ est un homéomorphisme si elle est bijective,
continue et si la bijection réciproque f~! est continue. Dans ce cas, les deux espaces métriques X et
Y sont dits homéomorphes.

Proposition 1.6.16. Si f et g sont des homéomorphismes, go f est un homéomorphisme.

Remarque 1.6.17. Un homéomorphisme transporte :
* les parties ouvertes de X en parties ouvertes de Y,
* les parties fermées de X en parties fermées de Y,
* I’adhérence d’une partie dans X en I’adhérence de la partie image dans Y,
* lintérieur d’une partie dans X en I'intérieur de la partie image dans Y,
* les suites convergentes dans X en suites convergentes dans Y,
* la limite d’une suite dans X en limite de la suite image dans Y,

* le point d’accumulation d’une suite dans X en point d’accumulation de la suite image dans Y.

Définition 1.6.18. Une application f : (X ) d) — (Y, 5) est dite uniformément continue si :
Ve >0, In,>0; V(x,y) €X xX, d(x,y) < 1. entraine 8(f(x),f(y)) <e.

Exemple 1.6.19. Si A est un sous-ensemble d’un espace métrique (X ,d ) , I’application x — d (x, A)

est uniformément continue.

Comme dans le cas d’une application continue, on peut caractériser la continuité uniforme d’une

application a I’aide des suites.

Théoreme 1.6.20. Soient (X , d) et (Y , 5) deux espaces métriques. Une application f: X — Y est
uniformément continue si, et seulement si pour toutes suites (x,,)n et (yn)n de X, d(x,, , yn) —0

entraine 6 (f(x,,) , f(y,,)) — 0.
Théoreme 1.6.21. Toute application uniformément continue est continue.
Attention ! La réciproque de ce théoréme est fausse.

Proposition 1.6.22. La composée de deux fonctions uniformément continues est uniformément conti-

nue.

Proposition 1.6.23. Si f: X — Y est une application lipschitzienne, elle est uniformément continue

donc continue.

Définition 1.6.24. Soient (X , d) et (Y , 5) deux espaces métriques. On dit que f: X — Y est une
isométrie si pour tous x, y € X, on a 6 ( fx), f (y)) =d (x, y). Si de plus f est surjective, on dit que

X et Y sont isométriques.
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19 1.7. Espace produit

1.7 Espace produit

Théoreme 1.7.1. Soient (El, ||||1), <E2, H||2>, R (E,27 ||Hn>, n- espaces vectoriels normés. Po-

sons
E:ﬁE,-:El XEyx- - xXE,:= {x: (xl,xz,---,xn>;x,-€Ei pour chaque i € {1, 2,~--,n}}.
i=1

Alors les trois applications suivantes sont des normes sur E :

n n )
Nix) =D lilli s Na() = [3 lllly e Neo() = max i,
i=1 i=1 ==

pour x = (x1,x2,--+ ,X,) € E.

L’espace E défini dans le théoréme ci-dessus est appelé espace vectoriel produitde £, E3, -- -, E,,.
Les trois normes définies sur X sont appelées les normes fondamentales sur E.

Remarquons que puisque |-| est une norme sur R, les trois normes définies sur R” dans le Théo-
reme sont les normes fondamentales sur R”.

Théoréme 1.7.2. Soient (Xl , 51), (Xz, 52), e (Xn, 5,,), n-espaces métriques. Posons
X :ﬁXile XXy X+ XX, = {x: (xl,xz,--- ,xn) ; X; € X; pour chaque i € {1, 2, ,n}}
i=1
Alors les trois applications suivantes sont des distances sur X :
d(x,y) = zn;&(zw,yi) , dax,y) = znlj[&(m,yi)]z et du(x,y) = max §(x:y)
i= = <i<

pour x = (x17x27"' 7'x"l)7 y= ()’17)’27"' 7yl’l> €X.

L’espace X défini dans le théoréme ci-dessus est appelé espace métrique produit de X, Xp, - -+, Xj,.
Les trois distances définies sur X sont appelées les distances fondamentales sur X .

Proposition 1.7.3. Soient (Xl , 51>, e (Xn, 5n> (resp. (El, ||||1)7 e (En, H||n>) n-espaces mé-

triques (resp. n- espaces vectoriels normés). Alors
dow <di </ndr <nd., et N.<Ni<+/nN,<nN,.

Autrement dit, elles sont équivalentes.

n n

Théoreme 1.7.4. On munit X = l—IX,~ (resp. E = HEI' ) Uune des trois distances d-., d) et dy (resp.
i=1 i=1

Nw, Ny et N;). Alors

fanilo R. Randriamabaleo



1. Espaces métriques et Espaces vectoriels normés 20

(1). Une partie U de X (resp. de E) est ouvert si, et seulement si pour tout x = (xl JXD, e ,x,,) eU,
il existe r > 0 tel que
B(xl,r) ><B<x2,r) X oo ><B<xn, r) cU,

ou B(xi, r) est la boule ouverte dans X; (resp. dans E;), de centre x; et de rayon r.

(2). Soient U; un ouvert de X; (resp. de E;), i =1,2,--- ,n. Alors Uy x Uy X --- x U, est un ouvert de

X (resp. de E), appelé ouvert élémentaire.

(3). Soient F; un fermé de X; (resp. de E;), i = 1,2,--- ,n. Alors F1 X F» X --- X Fy, est un fermé de X
(resp. de E), appelé fermé élémentaire.

(4). Soient A; C X; (resp. E;), i=1,2,--- ,n. Alors

[e]

n n n n o
(HA,) = HE et <HA,) = HA,‘
i=1 i=1 i=1 i=1

»*n

(5). Soit (xm)m = (x’l”,x’z”, e xm>m une suite dans X (resp. dans E). Alors (xm>m est convergente

si, et seulement si pour tout i = 1,2,--- ,n, la suite (x;")m est convergente ; et dans ce cas, on a
lim x,, = ( lim ', lim 7', -+, lim )
m—yoo m—yoo m—yoo m—oo
Définition 1.7.5. Soient X;, X;, ---, X,;, n- ensembles. On appelle projection d’indice i, 1’application

P, définie par :
P x=]]x — X
i

(-x17-x27'” 7xn) — Xi
Proposition 1.7.6. Soient (Xl , 51>, e (Xn, 5,,) (resp. (El, ||||1), e (E,,, H||n>) n-espaces mé-
n n
triques (resp. n- espaces vectoriels normés). On munit X = HXi (resp. E = HEi ) Uune des trois

i=1 i=1
distances d-, dy et dy (resp. N, N1 et Ny). Alors pour chaque i, P; est une application continue. De

plus, si U est un ouvert de X alors P,(U) est un ouvert de (Xi, 6,-)

Proposition 1.7.7. Soient (Xl , 51>, e (Xn, 5,,) (resp. (El, ||||1), e (En, H||n>) n-espaces mé-
n n
triques (resp. n- espaces vectoriels normés). On munit X = HXi (resp. E = HEi ) Uune des trois

i=1 i=1
distances dw, d| et dp (resp. N, N1 et N,) et soit (Y , 5) un autre espace métrique. Une application

£ (r8) — x=][[x
e @)= (@A) )

est continue en & €Y si, et seulement si f; est continue en O, pour tout i € {1, 2, - n}.
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21 1.7. Espace produit

Définition 1.7.8. Soient X;, X5, ---, X, etY, (n+ 1)- ensembles, f: X = HX,- — Y une applica-
i

tion et o0 = (051, o, -, (xn) ceX= HXI" On appelle application partielle d’indice i au point ,
I’application, notée f; définie par i
fi X5 — Y
X i) = fl0 e, G, )
Proposition 1.7.9. Soient (Xl , 61), e (Xn, 5,,) (resp. <E1 , HH]>, e (En, HHn>) n-espaces
métriques (resp. n- espaces vectoriels normés). On munit X = ﬁXi (resp. E = ﬁEi) l'une des

i=1 i=1
trois distances d., di et dy (resp. No, N| et N>) et soit (Y, 5) un autre espace métrique. Soit

f:X= HX,- — Y une application et a0 = (Ocl, o, -+, Oc,,) €eX = HX,-. Alors, si f est conti-
' i

4
nue en en Q, les applications partielles f; en o sont continue en ;.

Attention, la réciproque de la proposition précédente est fausse en général. Il se peut que tous les

f; soient continues en ¢; sans que f le soit en «.

fanilo R. Randriamabaleo



1 Chapitre 2

ESPACES METRIQUES COMPLETS

Jusqu’a présent, on peut parler de la convergence d’une suite quand on connait a priori sa limite. La
complétude est une notion métrique permettant de prédire 1’existence de la limite a partir de propriétés

de la suite. On peut donc dire que les espaces complets qui jouent un rdle central en analyse.

2.1 Suites de Cauchy

L’ objectif de la notion de suite de Cauchy est de pouvoir montrer que certaines suites convergent
ou non. L’idée est la suivante : si les x;,, sont aussi proches que 1’on veut les uns des autres quand
devient grand, ils sont proches d’un élément, qui est alors la limite de la suite. Ce résultat est faux

dans un espace métrique quelconque mais il est vrai dans les espaces métriques complet.
Définition 2.1.1. Soit (x,), une suite dans X. On dit que (x,), est une suite de Cauchy si

Ve >0, AN. € N; V(p,q) ENXN, p> N, et g > N, entrainent d(xp,xq) <e
Proposition 2.1.2. Si (xn)n est convergente, elle est une suite de Cauchy

Preuve. Supposons que (x,) converge vers ¢ € X et soit € > 0. Puisque (x,) est convergente, il existe
&€ S E
N € N tel que si n > N, d(xn,é) < 5 Sip>Netg>N,ona d(xp,ﬂ)leqi et d(xq,é) < 5

L’inégalité triangulaire donne

d(xp,xq) < d(x,,,ﬁ) +d(€,xq> <e
Donc, (x;,) est de Cauchy. O
Proposition 2.1.3. Si (x,,)n est une suite de Cauchy, toute sous-suite de (xn)n est une suite de Cauchy

Preuve. Supposons que <xn)n est une suite de Cauchy et soit (X‘P(”))n une sous-suite de <X">n' Mon-
trons que (x(p(n)> est de Cauchy. Soit € > 0. Puisque <X”>n est de Cauchy, il existe N € N tel que si
p>Netg>N, d(xp , xq) < &. Comme ¢ est une strictement croissante de N dans N, ¢(n) > n pour
toutn € N. Pour p>Netg>N,ona@(p)>p>Netp(q)>qg> N donc d(x(p(p) , xq,(q)) < &£.Donc
(xq,(,,)) est une suite de Cauchy. O
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23 2.1. Suites de Cauchy

Proposition 2.1.4. Si (x,,)n est une suite de Cauchy, elle est bornée

Preuve. Supposons que (X”)n est une suite de Cauchy c’est-a-dire pour tout € > 0, il existe N € N
telquesip>Netg>N, d(x,, , xq> < €. En particulier, pour € = 1, il existe ng € N'\ {0} tel que si
n>ngetp > ng, d(xn , xp) < 1. En particulier, si n > ng, d(x,, , xno) < 1. Donc pour tout n € N,

d(xn,x,,0> §max{d(xo,xno), d(xl,xno), ETIN d(xn,l,xno),l}
]

Proposition 2.1.5. Soit (x,,)n une suite de Cauchy. Si (x,,)n admet une valeur d’adhérence, elle est

convergente.

Preuve. Supposons que (x,)est une suite de Cauchy et soit (x(p(n)) une sous-suite de (x,) convergeant

t4
vers a. Soit € > 0. Il existe N; € N tel que si p > Ny et ¢ > Ng, on a d(xp , xq> < 3 (car (x,) est de

. . £ . .
Cauchy). D’autre part, il existe ne > Ng tel que d (x(P(,,s) , (x) < 5 Comme @ est strictement croissante
de N dans N, ¢(ng) > ne > Ne. On en déduit que pour tout n > N,

d(xn; @) <d (o, Xone)) +d (o) @) <

N M

Donc (x,) converge vers . O

Théoreéme 2.1.6. Soient d et 8 deux distances équivalentes sur X. Toute suite (xn)n d’éléments de X
est de Cauchy dans (X, d) si, et seulement si elle est de Cauchy dans (X, 5).

Preuve. Exercice. O]

Proposition 2.1.7. Si f: (X , d) — (Y, 5) est uniformément continue et (xn)n est une suite de
Cauchy de X, la suite (f(xn) )n est une suite de Cauchy de'Y .

Preuve. Soit € > 0. Puisque f est uniformément continue, il existe 7 > 0 vérifiant : Vx,y € X tels que
d(x, y) <1, on ait 6 ( fx), f (y)) < &. Comme la suite (x,,)n est de Cauchy, il existe N € N tel que
sip>Netg>N, onad(xp,xq) < €. Donc, pour p >Netg>N,ona 6(f(xp),f(xq)> <eée.Cequi
montre que ( f (xn> )n est une suite de Cauchy. 0

Attention. La continuité uniforme de f dans le théoréme est essentiel. Si on suppose seulement

que f estune application continue, le résultat n’est plus vrai en général. En effet, posons X =R | muni

1
de la distance induite de la distance usuelle de R et Y = R. La suite (f) ) est une suite de Cauchy
n’ n>

1
dans R mais son image par I’application f : x € Ry —— — € R n’est pas une suite de Cauchy de R.
X
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2. Espaces métriques complets 24

2.2 Espace métrique complet

Définition 2.2.1. On dit que (X , d) est complet si toute suite de Cauchy de X converge dans X. Si
la distance d est associée a une norme c’est-a-dire X est un e.v.n, on dit que (X , d) est un espace de
Banach. Un sous-ensemble A de X est complet si (A,d4) est complet (ou dy étant la distance induite
de d sur A.

Remarque 2.2.2. Dans un espace métrique complet, pour montrer qu’une suite est convergente, il

suffit donc de vérifier qu’elle est de Cauchy. Cela s’appelle le critere de Cauchy.

Proposition 2.2.3. Soient X un ensemble non vide et dy, d, deux distances équivalentes sur X. Alors

(X , d1> est complet si, et seulement si , (X , dz) est complet.
Preuve. Exercice. O

Théoréme 2.2.4. Soient (X , d) un espace métrique complet et A un sous-ensemble de X. Alors

(A , d‘A> est complet si, et seulement si A est fermé.

Preuve. Supposons que A est complet et montrons qu’il est fermé. Pour montrer que A est fermé, il
suffit de montrer que A = A. Par définition de A, il nous reste 2 montrer que A C A car on a déja A C A.
Soit alors x € A. Montrons que x € A. Puisque x € A, il existe une suite (xn)n d’éléments de A qui
converge vers x. Puisque la suite est convergente, elle est donc de Cauchy, dans X donc dans A. Par
hypothese, A est complet donc la suite (xn>n dans A. Mais par ’unicité de la limite dans X, la limite
dans A de la suite (xn)n n’est autre que x. Donc x € A.

Réciproquement, supposons que A est fermé et soit (xn>n une suite de Cauchy dans A. Montrons
que la suite (xn)n converge dans A. Puisque (x,,)n est une suite de Cauchy dans A, elle est aussi de
Cauchy dans X et comme X est complet, la suite (xn)n converge dans X vers une limite que nous
notons £. Puisque A est fermé et ¢ est limite d’une suite d’éléments de A, on a £ € A. On a donc montré

que toute suite de Cauchy dans A converge dans A c’est-a-dire A est complet. O

Attention : Contrairement & ceux qui ont été dits dans la Remarque [1.6.17] soient X et Y des
espaces métriques et f: X — Y un homéomorphisme. Il se peut que X soit complet sans que Y le

soit et vice versa.

Théoreme 2.2.5. Soient (Xl , dl), e (Xn , a’,,), n espaces métriques et X = X1 X Xp X -+ X X, muni
de 'une des distances fondamentales, notée d. Alors (X , d) est complet si, et seulement si chaque

espace (X;,d;) est complet.
Nous avons comme conséquence du théoreme précédent le résultat suivant

Corollaire 2.2.6. R" muni de I'une des trois normes ||-||., ||-||, et ||-||, est un espace complet (c’est-

a-dire un espace de Banach).
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25 2.3. Théoreme du point fixe

Théoreme 2.2.7. Soient (X , d) un espace métrique complet et (F”)n une suite de fermés non vides
de X vérifiant :

(1). Pourtoutn €N, F, 1| CF,
(2). lim §(F,) =0 (o § désigne le diamatre).
n——+-oo

Alors ﬂ F, est réduit a un point.
neN

Preuve. Puisque 1iIE 5(Fn) = 0, pour tout € > 0, on peut trouver Ny € N tel que si n > N, on a
n—-+oo

o (F,,) < &. Pour chaque n > 0, on choisit un x, dans F;,,. Comme la suite (F,,) est décroissante pour
I’inclusion, on a : x,, x,, € F,, dés que m > n. Donc, pour m > n > Ng, on a d<xn , xm) < 5<Fn> < €.
Ainsi, la suite (xn)n est une suite de Cauchy et comme X est complet, elle converge. Notons ¢ sa
limite. Puisque F, est fermé et que pour tout m > n, x,,, € F,, ona ¢ € F,. Donc, £ € ﬂFn. OJ

n

2.3 Théoreme du point fixe

Le théoréme du point fixe est un outil fondamental de I’ Analyse. En déhors de ses applications
immédiates en analyse numérique (résolution d’équations par la méthode des approximations succes-
sives), il possede d’importantes applications théoriques en calcul différentiel (théoréme des fonctions

implicites et équations différentielles).

Théoreme 2.3.1. Soient X un espace métrique complet non vide et f: X — X une fonction contrac-
tante. Alors f admet un unique point fixe o c’est-a-dire il existe un unique o € X tel que f(a) = Q.
De plus, pour tout point x € X, le point o peut étre obtenu comme étant la limite de la suite (u,)

définie par uy = x et Uy = f(un) pourn > 1.

Preuve. Supposons que f soit k—lipschitzienne avec 0 < k < 1. Soit (u,), la suite définie par uy =
x€Xetuy) = f(u,) pourn>1.Pouri>1,ona

d(ui+1 5 u,‘) = d(f(u,) s f(ui,1)> S kd(ui, l/tl;l).

On en déduit par récurrence que
d(u,-+1 , u,-) < k’d(ul , u0>.

Pourm >n,ona

m
d(”ma ”n) < Z d(”hui—l)

i=n+1
< ( Z ki_l)d(ul,uo)
i=n+1
< %d(ul , u0>.
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2. Espaces métriques complets 26

Comme k" — 0 quand n — oo, on voit que la suite (u,), est une suite de Cauchy donc elle converge
vers une certain @ € X. Comme f est continue, f(@) = o.

Unicité. Supposons qu’il existe deux points x et y tels que f(x) =xet f(y) =y.Ona

d(x,y) =d(f(x), f(y)) <kd(x,y).
PuisqueO<k<l,onad(x,y):Oetdoncx:y. O

Le théoréme du point fixe a une treés grande importance tant théorique que pratique. En effet, de
trés nombreux problémes peuvent se présenter sous la forme de recherche de point fixe : le théo-
reme d’inversion locale, le théoréme des fonctions implicites (en calcul fifférentiel) et le théoreme
d’existence et d’unicité d’équations différentielles (théoreme de Cauchy-Lipschitz).

D’un point de vue théorique, il faut surtout retenir I’existence et I’unicité du point fixe de I’appli-
cation contractante f.

D’un point de vue pratique, la convergence de la suite (un)n vers le point fixe permet de détermi-
ner le point fixe avec une précision arbitraire et on a de plus un contrdle sur I’erreur commise : on a

vu que
n

d(um, un> < 1—_kd<u1 , uo)

pour m > n et on a donc

(e, w) < *d(ur, uo)

Soit f: X — X une application. On définit les iterées de f par :
fO'=Id et VgeN,fitl=fofd

Théoreme 2.3.2. Soit (X , d) un espace métrique complet non vide et f: X — X une application
dont une itérée f4 est contractante. Alors I’équation f(x) = x admet une solution et une seule, et cette

solution est limite de toute suite (u,,)n de la forme u, = " (xo), (xo € X).
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1 Chapitre . |

ESPACES METRIQUES COMPACTS

3.1 Définition et premieres propriétés

Définition 3.1.1. Un espace <X , a’) est dit compact si de toute suite (xn)n d’éléments de X, on
peut extraire une sous-suite <X‘P(”)>n convergeant dans X. Cette propriété est appelée la propriété de

Bolzano-Weierstrass.

D’apres le Théoreme [1.5.10, un point & € X est une valeur d’adhérence d’une suite (x,) si, et
seulement s’il est limite d’une sous-suite de (x,). Nous avons donc une définition équivalente d’un

epace métrique compact.

Définition 3.1.2. Un espace métrique (X , d) est dit compact si toute suite dans X possede au moins

une valeur d’adhérence.
Par convention @ est compact.

Définition 3.1.3. Une partie A d’une espace métrique (X , d) est compact si le sous-espace métrique
(A, d‘A) est compact.

Exemple 3.1.4. Soient (X ) d) un espace métrique et x € X. Alors le singleton {x} est une partie
compacte de X. En effet, toute suite dans {x} est constante et donc converge dans I’ensemble {x}

VErs X.
Donnons quelques propriétés simples des espaces compacts.
Proposition 3.1.5. Tout espace métrique compact est borné.

Preuve. Nous allons montrer par contraposition c’est-a-dire nous allons montrer que si X n’est pas
borné, X n’est pas compact. Pour montrer que X n’est pas compact, il suffit de trouver une suite dans
X dont aucune sous-suite n’est convergente.

Soient ¢, B € X tels que a # . Puisque X n’est pas borné, aucune boule de centre o n’est
égale & X. On peut donc définir par récurrence une suite (@), de X en posant &g = 3 et pour n > 1,
d(a, Oth) > Zd(a, oc,,). La suite (d(oc, a,,))n tend vers +oo quand n tend vers +oo. Si (O‘nk)k est
une sous-suite de (¢, ), la suite (O‘nk> L n’est pas bornée car la suite (d (Ot, oc,,))n a pour limite +oco.

Il n’existe donc aucune sous-suite convergente de (Otn) , ce qui montre que X n’est pas compact. [
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Corollaire 3.1.6. R muni de la distance usuelle n’est pas compact.
Preuve. R n’est pas borné. 0

Le théoréme de Bolzano-Weirstrass du cours de la premiere année affirme que toute suite bornée

dans R posseéde une sous-suite convergente. Il conduit a la proposition suivante :
Proposition 3.1.7. Pour tous a, b € R, le segment [a, b] est compact.

Preuve. Toute suite (xn)n dans [a, b] est bornée. Par conséquent, elle posseéde une sous-suite (X‘P(”)>n
convergente dont la limite ¢ est dans [a, b] car [a, D] est fermé. La sous-suite <x<"(”)>n de (xn>n est

donc convergente dans [a, b]. O
Théoreme 3.1.8. Si <X , d) est un espace métrique compact, il est complet. La réciproque est fausse.

Preuve. 11 faut montrer que toute suite de Cauchy est convergente. Pour cela, soit (x,) une suite de
Cauchy dans X. Puisque X est compact, la suite (x,) admet une valeur d’adhérence (c’est la définition
d’un espace métrique compact) et d’apres la Proposition[2.1.5] (x,) est convergente. O

La proposition suivante présente I'intérét des espace métriques compacts.

Proposition 3.1.9. Dans un espace métrique compact (X , d), une suite (xn)n est convergente si, et

seulement si elle ne possede qu’une seule valeur d’adhérence.

Preuve. Si la suite (xn)n converge, sa limite est son unique valeur d’adhérence (Corollaire .

Réciproquement, supposons que (xn)n admet une unique valeur d’adhérence . Soit € > 0. Posons
N = {n eN; d(x,, o) > 8}. Si .4 est infini, il existe une suite strictement croissante <nk)k dans
A . Puisque X est compact, la suite (xnk> ' admet une valeur d’adhérence o, qui est aussi valeur
d’adhérence de la suite (x,,)n. Comme (xn>n n’admet qu’'une unique valeur d’adhérence o d’apres
I’hypothése, on a & = o’. Pour tout k € N, d (x,,k ) Oc) > €. Par pasage a la limite quand k tend vers oo,
on déduit 0 = d(a, &) > € ce qui est absurde. Ainsi, ./ est un ensemble fini. Soit M un majorant de

A . Pour tout n > M, n ¢ .4 donc d(x,,a) < €, ce qui montre que lir_JE X, = O. O
n——+oo

Théoréme 3.1.10. Soit <X , d) un espace métrique et A un sous ensemble de X.
(1). Si A est compact, il est fermé.

(2). Si (X , d) est compact et si A est fermé, A est compact.

Preuve. (1). Puisque A est compact, il est complet et donc fermé.

(2). Supposons que (X ) d) est compact et soit A un fermé de X. Soit (xn)n une suite dans A. Par
compacité de X, il existe une sous-suite <x¢(n)>n qui converge vers un élément ¢ € X. Comme
A est fermé, ¢ € A et donc la sous-suite (xq,(n))n de (xn)n converge dans (A , d) c’est-a-dire A
est compact.
O
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29 3.1. Définition et premieres propriétés

Le théoreme suivant caractérise la compacité d’un espace métrique.

Théoreme 3.1.11. Un espace métrique (X , d) est compact si, et seulement si l’intersection de toute

suite décroissante (F,), de parties férmées non vides de X est non vide.

Preuve. Soit (Fn>n une suite décroissante de fermés de X (c’est-a-dire F, | C F;). Soit (x,,)n une
suite de X telle que pour chaque n, x, € F,. Puisque F;,, C Fy pour tout n, (xn)n est une suite dans le
compact Fy. Il existe donc une sous-suite <X‘P(”)>n de <xn>n qui converge vers £ € Fy. Pourtout p € N, £
est aussi une valeur d’adhérence de la suite (x,,)n>p. Mais F), est fermé et n > p entraine x, € F,, C F),

donc ¢ € F,. Ceci étant vrai pour tout p € N donc £ € ﬂ Fp.
n>0
Réciproquement, supposons que I’intersection de toute suite décroissante de fermés non vide de

(X , d) est non vide. Soit (x,,)n une suite dans X. La suite de fermés non vides (Fn = {xk s k> n})
n

est évidemment décroissante. L’ intersection F' = ﬂ F,, est donc non vide et tout élément de F est une
neN
valeur d’adhérence de la suite (x,,)n. L]

Corollaire 3.1.12. Si (x,) est une suite de (X , d) convergeant vers {, la partie A = {xn ;ne N} U {K}

est compact.

Preuve. Remarquons d’abord qu’un fermé F de A (A est muni de la distance induite de d) qui ne
contient pas ¢ est de cardinal fini puisque son complémentaire A \ F est un voisinage de ¢ et contient,
par conséquent, tous les x, a partir d’une certain rang (car (x,,)n converge vers £). Si (F’l)n est alors
une suite décroissante de fermés non vides de A, on a deux cas : ou bien £ € F;, pour tout 7 ou bien il

existe ng tel que F;,, est de cardinal fini.

* Sif € F, pourtoutn,n € ﬂFn et donc ﬂFn #0.
n n

 S’il existe ng tel que F;,, est de cardinal fini, la suite <F”)n est stationnaire dont 1’intersection

est non vide.

O]

Proposition 3.1.13. Dans un espace métrique compact, toute réunion finie de parties compactes est

compact.

Preuve. Nous allons démontrer la proposition pour la réunion de deux parties compactes. Soient A
et B deux compacts de X et <xn>n une suite dans AU B. Si I’ensemble T := {n eN;x, € A} est
de cardinal infini, on peut extraire de (xn) une sous-suite (xq,(,,)) d’éléments de A. Puisque A est
n n
compact, on peut extraire de (x(P(n))n une sous-suite convergeant vers un point o € A. Mais cette sous-
suite de (X‘P("))n est aussi une sous-suite de (x,,)n, convrgeant vers o0 € AUB. Si T est de cardinal fini,
I’ensemble S := {n eN;x, € B} est de cardinal infini et on conclut de méme. D’ou la compacité de
AUB. O

Proposition 3.1.14. Tout produit fini d’espaces compacts est compact.
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Preuve. Soient X, Y deux espaces compacts et ((x,,, yn)) une suite dans X x Y. Puisque X est
n

compact, il existe une sous-suite (xnk) . de (xn)n convergeant vers un point x € X. Puisque Y est

compact, il existe une sous-suite (Ynk,,>p de (ym)n convergeant vers un point y € Y. Alors la suite

((xnkp , y,,kp)> est une sous-suite de ((xn , yn)) et elle converge vers (x, y) €XxY.Donc X XY
p n

est compact. O

n n
Proposition 3.1.15. Soient X = HXk un espace métrique produit et 0 # C = H Cy. un sous-ensemble
k=1 k=1
de X. Alors C est compact si, et seulement si les Cy sont compacts dans X

Corollaire 3.1.16. Les compacts de R" sont les fermés bornés. Autrement dit, une partie A de R" est

compacte si, et seulement si elle est a la fois fermée et bornée.

3.2 Espaces compacts et applications continues

Donnons maintenant la relation fonction continue et compacité. Le théoréme suivant montre que

I’image d’un compact par une fonction continue est compact.

Théoreme 3.2.1. Soient X et Y deux espaces métriques et f: X — Y une fonction continue. Si X est

compact, Im(f) = f(X) est une partie compacte de Y .

Preuve. Pour montrer que .#m(f) est compacte, il faut montrer que toute suite dans .#m(f) admet
une valeur d’adhérence c’est-a-dire encore toute suite dans .#m(f) admet une sous suite qui converge
dans Im(f).

Soit alors (y,) une suite dans .#m(f). Pour chaque entier n, il existe x, € X tel que y, = f(xy).
Puisque X est compact, (x,) admet une sous-suite (x,, ) qui converge vers une limite a € X. Il reste a
montrer que a € Ym(f). Comme f est continue sur X, elle est continue en a et (y,,) converge vers
f(a) € Im(f). Ainsi, (y,,) est une sous-suite de (y,) qui converge dans .#m(f). Donc Zm(f) est

compact. 0

Corollaire 3.2.2. Soient X et Y deux espaces métriques et f: X — Y un homéomorphisme. Alors X

est compact si, et seulement si Y est compact..

On applique souvent le Théoréme dans la situation d’une application continue f de (X ,d )
vers (Y , 5) et d’un sous-ensemble compact A de X. f(A) est donc compact comme image du compact

(A,d),) par I'application continue f], .

Théoreme 3.2.3. Soient X et Y deux espaces métriques, f: X — Y une fonction et a € X. Si f est
continue sur tout sous-ensemble compact de X, elle est continue en «.

Preuve. 11 suffit de montrer que pour toute suite (x,,)n de X qui converge vers @, la suite ( f (xn)>
L

converge vers f(c). Soit alors (xn)n une suite de X qui converge vers ¢. D’apres le Corollaire(3.1.12

fanilo R. Randriamabaleo



31 3.2. Espaces compacts et applications continues

I’ensemble A = {xn ;nE N} U {a} est compact et la restriction g de f a A est continue car f est

continue sur X et donc (g (xn)> = ( f (xn>) converge vers g(a) = f(a). O

Théoreme 3.2.4. Soit X un espace métrique compact. Si f : X — R est continue alors elle est bornée
et atteint ses bornes sup f et inf f. Autrement dit, il existe o, 3 € X tels que f(a) < f(x) < f(B) pour
tout x € X.

Preuve. Puisque f est continue, .#m(f) est un compact de R d’apres le Théoréme Im(f) est
donc bornée c’est-a-dire elle contient inf(fm(f)) et sup(ﬂm(f)) sont finis. Mais .#m(f) est aussi
fermée, donc elle contient ses bornes. O

Théoreme 3.2.5 (Heine). Soient X et Y deux espaces métriques et f: X — Y une fonction continue.

Si X est compact, f est uniformément continue.
Preuve. Nous allons montrer le Théoréme par I’absurde. Supposons que f n’est pas uniformément
continue c’est-a-dire il existe un € > 0 vérifiant pour tout p > 0, il existe x, y € X tels que d (x, y) <p
. . . 1
mais (f(x) , f(y)) > €. En particulier pour tout n > 1, il existe x,, y, € X tels que d(xn , yn) < -
n
mais d( f (xn) , f (y,,)) > €. Puisque X est compact, on pleut extraire une sous-suite (xnk) ' de (xn)n
convergeant vers un point & € X. Puisque d (x,,k , ynk) < — pour tout &, la suite <>’nk>n converge aussi

nj

vers . Puisque f est continue, les deux suites ( f (x,,k ))k et ( f (y,,k ))k convergent vers f(a). C’est
absurde car d(f (x,,k> , f(ynk» > g pour tout k. ]
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1 Chapitre4 1

ESPACES METRIQUES CONNEXES

Dans ce chapitre, nous étudierons la notion de connexité. En un mot, étre connexe veut dire en un

seul morceaux.

4.1 Convexité

Définition 4.1.1. Soient E un espace vectoriel et a,b € E. On appelle segment de a vers b la partie
de E définie par
la,b]:= {(1 —A)a+Ab; 0<A < 1}.

L’ application
f 0,1 — E
A — fA)=(0—-=A)a+1ib
est appelé chemin d’origine a et d’extrémité b.

Définition 4.1.2. Une partie A d’un espace vectoriel E est dit convexe si pour tous x,y € A et tout
A e€0,1],(1-24)x+Ay € A c’est-a-dire

Vx,y€A, ona (1—A)x+Ay€A. (4.1.1)

On peut généraliser la définition d’une partie convexe comme suit :

A est convexe si

n n
Vxl,)Q, '-',XnEA, Vkl,lz, -",ME[O,” telsque Zlizl on a Zl,‘x,‘EA.
i=1 i=1
Toute partie A d’un espace vectoriel E vérifiant (.1.1)) est dite étoilée par rapport a chacun de ses
points. Autrement dit, une partie A d’un espace vectoriel est convexe si elle est étoilée par rapport a

chacun de ses points.
Proposition 4.1.3. Dans un espace vectoriel normé , les boules sont convexes.

Preuve. Soent @ € E et r > 0. Montrons que B(a, r) est convexe. Soient x,y € B(a, r) etA €0, 1].
Montrons que (1 —A)x+Ay € B(a, r). Ona

(1-M)x+Ay—o=(1—-A)(x—a)+A(y—a).
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33 4.2. Connexité

Donc

[A=A)x+Ay—af = [[(1-A)x—a)+A(y—a)
< (=M= a)l[+Ay—e)] <r

Ce qui montre que (1—7L)x+ly€B(a,r>. O

Corollaire 4.1.4. Les intervalles de R sont convexes. En particulier, O et tout singleton de R sont

convexes.

Proposition 4.1.5. Tout sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel normé est convexe.

4.2 Connexité

Définition 4.2.1. On dit qu’un espace métrique (X,d) est connexe si les seules parties qui sont a la
fois ouvertes et fermées sont ) et X.

Remarques

(1). La défintion dit que X est connexe s’il ne peut pas s’écrire comme réunion disjointe de deux
ouverts (ou deux fermés) non vides c’est-a-dire si O; et O, sont deux ouverts (ou deux fermés)
de X tels que O; N0, =0 et X = O U O, alors ou bien O; = 0 ou bien O, = 0 c’est-a-dire
encore si X = 01U O, ou O; et O, sont deux ouverts (ou deux fermés) non vide de X, on a

nécessairement O1 N Oy # 0.

(2). Il découle de la définition que @ et les singletons sont des parties connexes.

Définition 4.2.2. On dit qu’une partic A d’un espace métrique (X , d) est connexe si le sous-espace
(A, d A) est connexe.

La proposition suivante donne un exemple de connexe

Proposition 4.2.3. Dans R muni de sa distance usuelle, tout intervalle est connexe. En particulier, R

lui-méme est connexe.

Preuve. Soit I un itervalle de R. Supposons que I’on ait / = AU B ou A et B sont des fermés non vides
de 1. Montrons que AN B # 0. Soit a € A et b € B (ce qui est possible car A # 0 et B # 0) tels que
a < b. Puisque [ est un intervalle, / est convexe donc [a, b] C I. Comme AN [a, b] est une partie non
vide (car a € AN|a, b)), fermée (car intersection de deux fermés) et majorée (par b) de R, elle possede
un plus grand élément c qui vérifie aussi ¢ € A. Montrons alors que 1’on a aussi ¢ € B.

Si ¢ = b, c’est fini. Sinon, par déinition, onaAN|c,b | =0 c’est-a-dire |c¢,b | C B (car [ = AUB).
Mais alors | ¢, b ] C B ¢’est-a-dire [c, b] C B car B est fermé (et donc B = B) ; ce qui prouve que ¢ € B.
Ainsi c € ANB donc ANB # 0. O
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4. Espaces métriques connexes 34

Proposition 4.2.4. Un espace métrique X est connexe si, et seulement si toute application continue

de X dans le sous-espace {0, 1} de R est constante.

Preuve. Noter bien qu’il s’agit de I’ensemble a deux éléments {0, 1} et non ’intervalle [0, 1] donc
la seule structure d’espace métrique correspond a la topologie discrete, et les ouverts (c’est-a-dire les
fermés aussi) sont {0}, {1}, {O, 1} et 0.

Supposons maintenant que X est connexe et qu’il existe une application continue f: X — {O, 1}.
Si f n’est pas constante, A = ffl({O}) etB=f"! ({1}) sont des parties qui sont 2 la fois ouvertes
et fermées de X telles que X =AUB et ANB =0, ce qui contredit le fait que X soit connexe.

Réciproquement, si X n’est pas connexe, il existe deux parties ouvertes A et B telles que X =AUB
et ANB = 0. Soit f la fonction définie par f(x) =0 si x € A et f(x) =1 si x € B. La fonction f
n’est pas constante et continue car f~! ({0)}) =0, ! ({0}) = A ouvert, ! ({1}) = B ouvert et

F (o)) =x. =
Proposition 4.2.5. Soit (Ai>iel une famille de sous-espaces connexes telle que ﬂA,- #£ 0. Alors UAi
icl icl

est connexe par arcs.

Preuve. 11 suffit montrer que toute application continue de UA" dans {0, 1} est constante. Soit alors

icl

f: UAi — {0, 1} continue. Puisque chaque A; est connexe, f est constante sur chacun des A; et
icl

comme ﬂA,- = (), f est constante sur UA,-. O

il il
On a les propriétés suivantes dont les démonstrations sont laissées a titre d’exercice
Proposition 4.2.6. Soient A et B deux parties d’un espace métrique. Alors
(1). siA est connexe, A est connexe,
(2). siA est connexe et si A C B C A, B est aussi connexe,

(3). si A et B sont connexes et si ANB # 0, AUB est connexe

n
Théoreme 4.2.7. Soient X, X, , Xy, n espaces métriques. Alors le produit HX,- est connexe si, et
i=1
seulement si X; est connexe pour chaque i € {1, 2, -, n} En particulier, pour n > 1, R" est connexe.

Preuve. Nous allons montrer le théoréme pour n = 2. Fixons xg € X. Pour tout y € X;, posons

A, = ({xo} ><X2) U (X1 X {y})

I est clair que Ay est connexe d’apres la Proposition[4.2.4] De plus,

NAy=1{x}xX2 et [JA =X xX.
yeX2 veX>

Donc, X; x X, est connexe (toujours d’apres la Proposition 4.2.4)). O
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35 4.3. Connexité par arcs

Proposition 4.2.8. Si f : X — Y est continue et si X est connexe, f(X) est une partie connexe de Y .

Preuve. Si f (X ) n’est pas connexe, il existe deux parties ouvertes B et C de f (X ) telles que BNC =0
et f (X ) =BUC etalors f! (B) et f~! (C ) sont des parties ouvertes de X telles que

BN (C)=0 et x=r"(B)usr'(C)
et donc X n’est pas connexe ce qui contredit I’hypothese. O

Corollaire 4.2.9. Soient (X , d), (Y, 5) deux espaces métriques et f: X — Y un homéomorphisme.

Alors X est connexe si, et seulement si Y est connexe.

Théoreme 4.2.10 (Théoreme des valeurs intermédiaires). Soient X un espace métrique connexe et

f X — R une application continue. Alors pour tous x1,x; € X vérifiant f(x1) < f(x2) et pour tout
y e [f(x1), f(x2)], il existe x € [x;1, x2] tel que f(x) = y.

4.3 Connexité par arcs

Dorénavant, X est espace métrique et [0, 1] est muni de la distance usuelle de R.

Définition 4.3.1. On dit que X est connexe par arcs si pour tout a,b € X, il existe une application
continue y: [0, 1] — X telle que y(0) = a et y(1) = b. Une telle application est appelée chemin
d’origine a et d’extrémité b.

Une partie A de X est connexe par arcs si le sous-espace (A, d A) est connexe par arcs.
Proposition 4.3.2. Tout espace métrique connexe par arcs est connexe.

Preuve. Soit X un espace métrique connexe par arcs. Supposons qu’il existe deux ouverts disjoints
non vides A et B tels que X = AUB. Soita € A et b € B. Puisque X est connexe par arcs, il existe une
application continue y: [0, 1] — X tel que y(0) = b et (1) = b. Mais alors y~!(A) et y~!(B) sont
des ouverts non vides de [0, 1] (car y continue, 0 € y~!(A) et 1 € y~!(B)) vérifiant

* v ANy I(B) =y (ANB) =7 '(0) =0et
* VAU I(B) =y '(AUB) =y '(X) = [0, 1].
Ce qui contredit le fait que [0, 1] est connexe. Donc, de tels ouverts A et B ne peuvent exister. O

Attention, la réciproque de la proposition ci-dessus est fausse.

Proposition 4.3.3. Dans un espace vectoriel normé (en particulier dans R"), toute partie convexe est

connexe par arc.

Preuve. Si A est une partie convexe d’une espace vectoriel normé E eta, b € A, on a [a,b] CA. 1l

suffit donc de prendre comme chemin I’application y: ¢ € [0, 1] — a+ (b —a) € A. O

Proposition 4.3.4. Soit A une partie de R. Alors les assertions suivantes sont équivalentes
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(1). A est connexe par arcs,
(2). A est connexe,

(3). A est un intervalle.

Preuve. VulaProposition|.1.5]et la Proposition[4.3.3] il suffit de prouver que (IJ) implique (2)). Supposons
que A est connexe par arcs et soient a, b € A. Nous devons montrer que [a, b] C A. Par hypothese, il
existe une fonction continue y: [0, 1] — A vérifiant ¥(0) = a et y(1) = b. L’intervalle [0, 1] étant

compact donc ¥ est bornée et atteint ses bornes c’est-a-dire il existe xo et x; dans [0, 1] tels que

Y(x0) = i[%fl] Y(x) et y(x;) = sup 7y(x). Montrons alors que [f(xo), Y(x1)] = y( [0, 1]) Il est clair que
x€|0,

x€[0,1]
y( [0, 1]) C [y(x0), y(x1)] (Par définition de x¢ et x;). Montrons alors que [y(xo), Y(x1)] C }/([0, 1])
Soit y € [y(x0), y(x1)]. Puisuge y est continue, il existe, d’aprés le Théoréme des valeures intermé-

diaires, x € [0, 1] tel que y = y(x). Ainsi, y € }/([O, 1]) Par suite, on a

la, b] = [¥(0), ¥(1)] C [¥(x0), ¥(x1)] = ([0, 1]) C A.
0

Proposition 4.3.5. X est connexe par arcs si, et seulement si pour tout a, b € X, il existe une partie

connexe par arcs A de X telle que a, b € A.

Preuve. Si X est connexe par arcs, il suffit de prendre A = X. Réciproquement, soient a, b € X tels
qu’il existe A C X connexe par arcs contenant a et b. Donc le chemin joignant a et b dans A joigne
aussi a et b dans X. O

Le résultat suivant montre que 1I’image d’un connexe par arcs par une fonction continue est

connexe par arc.

Proposition 4.3.6. Soient X et Y deux espaces métrique et soit f: X — Y une fonction continue. Si

X est connexe par arcs, f(X) est connexe par arcs.

Preuve. Soient f(a) et f(b) deux points de f(X). Trouvons un chemin joignant f(a) et f(b). Par
hypothése, X est connexe par arcs ¢’est-a-dire il existe une application continue y: [0, 1] — X telle

que ¥(0) =aet y(1) = b. Puisque f et y sont continues, foy: [0, 1] — f(X) répond a la question. []

Corollaire 4.3.7 (Théoreme des valeures intermédiaires). Si f: X — R est continue et si X est

connexe par arcs, f(X) est un intervalle de R.

Proposition 4.3.8. Soit (A,-)ie | une famille de sous-espaces connexes par arcs telle que ﬂAi #£ 0.

il
Alors UA[ est connexe par arcs.
icl
Théoreme 4.3.9. Si X, X,,---, X,, sont des espaces métriques connexes par arcs, l’espace produit
n

X = HXi est connexe par arcs. En particulier, R" est connexe par arcs.
i=1
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