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Exercice 1. On considére Uapplication |[-{ : R? +— J}x, y)|| = max{Ix}, b, Ix— ] }-
(1) Montrer que ||-}| est une norme sur R2,

(2) Représenter graphiquement la boule unité cuverte.

Exercice 2. Les ensembles suivants sont-ils bornés ?
(1) A= {xsinx; X€ R}, |
@ B={(x,y) eR?; 2+ay+y* =1},
@ c={(x,7) eR; 2P =1}.
Exercice 3. Soient E un espace vectoriel normé ef A une sous-espace vectoriel de E.

(1) Montrer gue si A est une partie ouverte,on aA = E.

(2) Montrer que s’il existe g €A et # > Otels que B{e, r) C A, ona A=E.

Exercice 4. Soit E un espace vectoriel normé , A et B deux parties de £.

Onpose A+B = {a—i—b ra€A et beE B}- En remarquant que A+ B = |_} (A+ ), montrer que Ia somme

beB
d’une partie quelcongue et d’une partie ouverte est ouverte.

Exercice 5. On considere sur R’ la norme euclidienne ||X = (x,y, 2)|| = +/2*+¥*+22. Soit f Ia fonction

définie sur B3\ {(0, 0, 0) } par f(X) = MTX:ﬁ —X. f admet-elle une limite en (0,0,0) ?

Exercice 6. On munit R” i'une des trois normes {-ll; , iz, |Ili.- Monirer que 1a fonction définie par f(X) =
1 st X[=1
W est continue en aucun point X de R? el que fjX{j = 1.
0 si [ X|j<1
Exercice 7. Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie, f: E — R une application continue et

o € R. Dire si les ensembles suivants sont ouverts ou fermés.
(D Az{xEE;f(x) =a} eth{er;f(x)%(x},
@ c—_-{xef:; fx< a} et D= {.EEE; f(x)<rz}.

Exercice 8. Soit £ R — R une application continue, Montrer gue le sous-ensemble de R" défini parF{f) =
{ (x, f(x)); x€ R} est fermé. ' .
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Exercice 9. Soit (u,) .., une suite réclle vérifiant : Pour toutz € N\ {0}, [upy1 — 0 < ~.
La suite (u,), ., est-elle une suite de Cauchy ?

Exercice 10. Soit E un espace vectoriel normé . On considere I'application f: x € E —s f(x) = —x——if ¢E.

1+ [l
(1) Montzer que f est continue sur E.

(2) Montrer que f(E) =Bf(0, %) ;

Exercice 11. Soit (1,), une suite de nombre réels.
(1) On suppose que (u,,)n est croissante et qu’elle admet une suite extraite convergente. Que peut-on dire de
(#n),, 2
{2) On suppose que (u,,)n est croissante et gu’elle admet une svite extraite majorée. Que peut-on dire de
(4),,?
Exercice 12. Soient 7; et 7 les applications coordonnées de R? définies par (¥, x2) = pouri=1, 2.
1) Soit O une partie ouverte de R%. Montrer que 7;{O) et 7(0) sont des parties cuvertes de R.

(2) SoitH = { (x,7) eR%; xy= 1}, Montrer que H est une partie fermée de R? et que 7;(H) et m(H) ne
sont pas des parties fermées de R.

(3) Montrer que si F est une partie fermée et 7(F') est une partic bornée de R, 7; (F) est une partie fermde.

Exercice 13. Soit A une partie non vide de R telle que pour tout x € R, il existe un et un seul y € A vérifiant :
lx—y| =d(x, A). Montrer que A est un intervalle fermé.

Exercice 14. On note E le R~ espace vectoriel R,[X] = {ag +61X+agX2+----a,, ®sag, @, -, 0, € R}.
Pour P(X) = ap+a1 X + asX* +---2,X" € E, on pose

i

NPy =Y o )=

7 ]a,
+):—-£;1.

=0

A
$a
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(1) Montrer gue Ny et Ny sont des normes sur E.
(2) Soit (), la suite définie par £ = X*, Montrer que
(@) B ——Odans (E,Np) &t
k—34oo
(b} P, ———1dans (E,Nl).
: koo :
(3) Les normes N et N; sont-elles équivalentes ?
Exercice 15, On munit R? "une de ses trois normes.
(1) Montrer que les parties A = {(x}) eR?; xy= 1} etB= {{}} x R sont fermées.

(2) Montrerque A+ B = {a+b; achA et b (—:B} n’est pas fermé.



Exercice 1. On considére I"application ||-]] : B2 — [| (x, y) || = max { |x], [¥] , lx—¥] }.
(1) Montrons que ||| est une norme s:ur RZ,
o Tl est calir que J|-|| est bien définie et est A valeurs dans [ 0; +oo].
o ||(x,7)]| =0si, et seulement si x =y =x—y =0, c"est-a-dire (x,y) = (0, 0).
e Pourtout {x,y) ER%ettout 4 €R,ona %
2@, 9) | = max { [Ax], 1Ax, IAGe—3) } = Almax {Is], bl ey} = A [} () |
» Soient (x1, 1), (x2,y2) €RA
| Gers 1) + (2, 32) || = max { Ix1 +3a] s [y 432, 1Cer +x2) — O +30) [}
Mais, d’apr2s la propriété de la valeur absolue, on a ‘
frotm) <l + el ol <bil+bal et [ +x)— Oyl < -l -l
Donc, b +22], [y1 +2l et (1 +x2) — (1 +2)]| sont majorés par max{ ], Ial, b=y} +
max { || , 2] , oo =yl }.  "emsuit que || (31, 31) + (52, 32) || < [} G, )| +{] Gz 32} |-
(2) Représentation graphigue de la boule unité ouverte. Ona:
{x,y) € B((0,0).1) si,etsculementsi max{|x,y|, k—y} <1
si, et seulement si |x] < 1, ams1 pl<let x—y <l

D’otl 1a figure suivante :

Exercice 2. Les ensembles suivants sont-ils bornés ?
(A= {xsin—x 1 X€E R}‘ Considérons les suites (x,) , définie par 4, = 5 +2nmwetpourn € N.

Fis ) .
On ax, = u, SNy, = ;—i—2mr —3 oo {2 — +o0). Donc A n’est pas bornée. -



{38:{@ﬂ€R%f+w+f=@dha

o
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(_x, y) €B si, et seulement si ¥ +xy ~§-y2 =1 c’est-3-dire (x-;— %) + sz —% W

Donc B est ’ensemble des points d’une ellipse donc i est borné.

3) C= {(x} yyeR ;- = 1}. Tl est facil de voir que C est I'ensemble des points d’une hyperbole
donc il n’est pas bomnée.

Exercice 3 Soient £ un espace vectoriel normé et A une sous-espace vectoriel de E.

{1) Montrons que si A est ouvert,ona A =E.
Puisque A est un sous-espace vectoriel de E, on a A C E. 1l reste & monwrer que E C A
Comme A est un sous-espace vectoriel, on a 0 € A et comme A est ouvert, il existe r > 0 tel que B(() r) C

A. Soit;EE\{G} 11 existe A > 0 tel que Ax € B(0, r) C A. En effet, il sufiit de prendre A = n" "

Azl = == <~

l} H 2

Puisque A est un sous-espace vectorie] et AX €A, x = ;%’- -Ax €A.

(2) Montrons que 5’il existe @ € A et r > O tels que B(ar, 7) CA,on2A =E.
Soit x € E tel que x # o. Montrons que x €A.

-
¥

En posant y = —a),onafy—eall= 5 < r. Donc y € B{ax, r} et donc y € A. Comme

T “]1
v, @ € A et A est un sous-espace vectoriel de E, il en résulte que

x——oc:-m———?'“x;au (yv—a)eA

puisx= (x—a)+@ €A Donc E CA.

Exercice 4. Soit £ un espace vectoriel normé , A et B deux parties de E.

an(}seA—s—Bm{a—l—b acAet bEB} En remarquant que A+ B = U(A+b) montrons que la somme

beB
d’une partie guelcongue et d’un ouvert est ouverte.

Supposons que A est ouvert.

e Soitb € B. Montrons que A-+-b est ouvert. Soit c €A-+b. Alors il existeag €A tel que c=ap -+ b. Puisque
A est ouvert, il existe 7> 0 tel que B{ag, r) C A. Donc, B{ag, ) +2 CA+b.
'Ti nous reste & montrer que B{ag, r) +b = B(ap+b, r). Eneffet, si tel est le cas, on aura Blay+b,r) =
B{c,r) CA+betdonc que A+ estun ouvert de E.
deBlag+b,r) si,etsculementsi  |jao +b—dlj<r
si, etseulement si  |lap— (d—B)|| <7

si,etseulementsi d—b&Blag,r) si etseulementsi 4eb+Bla,7)



e Puisque pour toutb € B,A+bestouvert, A+B= U (A —H?) est un ouvert de E
beB

Exereice 5. On considére sur R la norme euclidienne ||X = (x,y,2)|| = V2% +y?+2* Soit f la fonction

définie sur R*\ { (0, 0,0} } par f(X) = ﬁ% —X_ f admet-clic une Timite en (0,0,0) 2

Pournn e N\ {0}, considérons les suites (lln),, et (v,,)n définies respectivement par #, = (3; B, {)) et =

(i}, -:;,(}).Onau,,—> (0,0,0) et v, — (0,0, 0) alors que

1 1
Flon) = (1—;, 0, 0) — (1,0,0) & f{Hm)=10, s 0) —+(0,1,0). "

Donc, £ n’admet pas de limite en (0,0, 0).
Exercice 6. On munit R? Pune des trois normes ||-J;, [Ill» [/l Montrons que la fonction définie par

1 si f|IXj=1
fX)=<{ n’est continue en aucun point X de R? tel que [|X]] = 1.

¢ si X<l
Soit X € R? tel que [[X]] = 1 et soit (X;), ., la suite définie par X, = ;:—IX ¢

n > n

Onal|X,] = e Xl = ;113 < 1, donc f(X,) =0 pour toutn € N\ {0}.
Par aillears, J|X, — X{| = oy X|| — 0 quand z — +oo. Ainsi, la suite {X,),., converge vers X tandis que

la suite {£(X,)),, ne converge pas vers f (x).
Exercice 7. Soit E un cspace vectorie! normé de dimension finie, /1 £ — R une application continuc ¢t
o € R. Dire si les ensembles suivants sont ouverts ou fermeés. '
{1 A= xEE;f(x)=a}etB={er;f{x),£a},
e A={x€E; flx)= a} = £ ({a}) et {«} est une partie fermée de R donc A est une partie fermé
en tant qu’image réciprogue d”un fermé par une application continue. \
e B=3x€E; f(x)# a} = R\ {a}) = ({2}") cest-2-dire B est 'image réciproque d’une
partie ouverte par une application continue donc ouvert.
(2) C=3x€E; flx) sa}stDz {er: fl®) < a}.
o C=3x€E; f(x) ga} = f~1(] — o3 & ]) done fermé.
‘e D= {xEE 3 Flx)< a} = f71(]—; &¢]) donc ouvert.
Exercice 8. Soit f: R —+ R une application continue. Montrons que le sous-ensemble de R géfini par T(f) =
{(x, flx));xe R} est fermé.
En considérant Papplication (x,y) — y— flx),onaT(f) = FH{{0}). Comme f est continue, I’ application
définie précédemment est aussi continue. Par conséquent, T(f) est un fermé car image réciproque d’une partie

fermée par une application continue.
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Exercice 9. Soit (1) _,, une suite réelle vérifiant : Pour toutz € N'\ {0}, |unyi—nl< -
= 2
La suite (uﬂ)n-ﬂ n’est pas nécessairement une suite de Cauchy. En effet, en considérant

a—1
e
uﬂzikglz pour ﬂ22 et u():],

E 1 . " . s g _r
On a |Upy1 —Unl= n < . pour > 2 mais la suite est divergente (car somme partielle de 1a série harmonique)
donc elle n’est pas de Cauchy sinon elle convergerait.
Exercice 11. Soit {x,), une suite de nombre récls.

(1) Puisqu’une suite convergente est majorée, on peut traiter directement la deuxiéme question.

(2) On suppose que (1), est croissante et qu’elle admet une suite extraite majorée. Soit (4p(s)),, une suite
extraite de {u,) , gui est majorée et notons M le majorant. Puisque @: N — N est strictement croissante,
on 2 toujours ¢(r) > n pour tout » € N.On a donc pour tout 2 € N : up < ug(y) < M (car (), est
croissante). Ainsi, {un)ﬁ est une suite croissante et majorée. Donc elle converge.

Exercice 12 Soient #; et 7, les applications coordonnées de R? définies par %4:{x1, %) =xpouri=1, 2.

(1) Soit O un ouvert de R2. Montrons que 7;{O) et 7 (0) sont des parties ouvertes de R.
Soit x € 7;(0). Tl existe alors y € R tel que @ = (x, y) € O. Puisque O est ouvert, il existe £ > 0 tel que
B(a, &) C Oetalors [x—&;x+£] C 7 (0). Ansi, 7 (O) est ouvert et il en est de méme pour m(0).
(2) Soit H = {(x, y)eER xy= 1}. Montrons que H est un fermé de R* et que m (H) et %(H) ne sont
pas des fermés de R.
Soit {(xn. yn)}n une suite 4’ &léments de H tel que (x,, ¥2) — (%, y). Puisque X,y, = 1, en passant 2 la
limite, on a xy = 1. Donc (x, ¥) € H ¢’est-2-dire toute suite convergente dans 7 coaverge dans H.
m(H) =R\ {0} = m(H) qui ne sont pas des fermés de R.
(3) Montrons que si F est fermé et m(F) est une partie bornée de R, 7 (F) est fermé.
Soit (%), C 71 (F) telle que x, —+x. Pour toutn € N, il existe y, tel que (X, ¥a) €F.
Lasuite ( (%, ya) ), est alors une suite bornée dont on peut extraire une sous-suite convergente {(Xp() > Yo(u))
Notons y =lmyg,). Comme F est fermé, (x,y) =Hm(Xp(m, Yom)) EF s puisx="m (x,9) € = (F).
Exercice 13. Soit A une partie non vide de R telle que pour tout x € R, il existe un ef un seul y € A vérifiant :
lx—y| =d{x,A). Montrons que A est un intervalie fermé.
Soit (%), C A convergeant vers x € R. Il existe un unique y € A tel que |x—y| = d(x,A). Or, d(x,A) =0,
donc x =y € A. Ainsi, A est fermé.
Raisonnons par 'absurde. Si A p’est pas un intervalie, il existe ¢ < ¢ < b tel que a,b € A et ¢ & A. Posons
a=sup{x€A;x<cletf=inf{x€cAix> c}l.Onaa,p e, a<c<fet{a;B] CA®=CgA. Posons
a+B B—a

alors y=———.Ona d(v,4) = i ly—a =|y—B|. Ce qui contredit I"hypothése, " unicité.



