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Exercice 1. Soit E un ensemble non vide et /: E —» R upe fonction. L’ application (x,y) — [f(x)— S 2]
est-elle une distance sur £ ? '
0 st x=y
Exercice 2. Dans B, on pose d{x, y) = , .
l+bl st x#Fy
(1) Montrer que 4 est une distance.
(2) Déterminer
(a) 1a boule ouverte de centre 1 et de rayon 1: B(1,1),
(b) 1'adhérence de B(1, 1),
(c) 1a boule fermée de centre 1 et de rayon 3 : B/(1, 3),
(d) 1a boule fermée de centre 1 et derayon 1: By(1,1)

(3) Que peut-on dire d’une suite (x,), qui converge vers 1 dans (R,d)?
Exercice 3. Une distance d définie sur uné ensemble E est dite uliramétrique si elle vérifie
d{x,z) <sep{d{x,y), d(y, z)} pourtous x,¥ z€E.

Soit p un entier naturel premier. Pour € N'\ {0}, on désigne par ¢(n) exposant de p dans la décomposition
de » en facteurs premiers.

(1) Montrer que pour tous 7, #, 1, 7 € N\ {0},0na

o(mn) = @(m)+¢(n)

el

. rz__r_l’_ B e y
8 2o ona o()-9(m) = ol)— o).

(2) Pour r € Q%, on pose @(r) = ¢(n) — ¢(m) ol m et n sont deux entiers strictement positifs tels que
brf= S;. Montrer que pour tous 7; ¥ € Q*, ona o(rr') = ¢(r) — o(7'). '

si x=Y
(3) Pour x, y € Q, on pose dix,y) =
' p_?(x"Y) 81 X ?é y

Montrer que‘d est une distance ultramétrique sur Q.
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Exercice 4. Soit (X, d} un espace métrique et 2 € X. Pour tous x, y € X, on pose

si x=y
7 da(x, _Y) == "
dla,x)+d{a,y) si x#y
(1) Montrer que d, est une distance sur X. '

(2) Montrer gue pour tout 7 > 0, 1a boule ouverte de centre a et de rayon 7, By, (a, r), pour (X, d,) est égale

a la boule ouverte de centre @ et de rayon 7, B4(a, 7), pour (X, d).
(3) Soitx € X tel que x # a. Montrer qu’il existe un nombre réel ~ > 0 tel que By, (x. r) = {x}.
(4) Soit A un sous ensemble de X.
(a) Montrer que six ¢ A, le sous ensemble A est une partie ouverte de (X, d,).
(b) On suppose que a € A. Montrer que A est une partie ocuverte de (X ,dg) 8i, et seulement si A est un
voisinage de a dans (X, d). '
Exercice 5. Soit £ un espace vectoriel norméet 7 > 0.
(1) Montrer que B(0, ) est homéomorphe 3 E.
(2) En déduire que pour tout @ € E, B(a, r) est homéomorphe 2 E.
(3) En déduire que U, = {x € E ; ||x}} > 7} est homéomorphe 3 E \ {0}.

Exercice 6. Soient (X, d) un espace métrique et A une partie compacte de X.
(1) Montrer que pour tout x € X, il existe a € A tel que d(x, a) =4d{x, A).
(2) Montrer que si B est une partie compacte de X, il existe a € A et b € B tels que d(a, b) =d(A,B).

(3) Montrer que si B est une partie fermée de X telle que ANB=8,onad(A, B) > 0.

Exercice 7. Soient A et B deux parties non vides d’un espace vectoriel normé E. Montrer le résultats suivants :
(1) Si A est sous ensemble ouvert, A - B est une partie ouverte, |
(2) Si A et B sont des parties compactes, A + B sont des parties compactes,
(3) SiA est une partie compacie et B est une partie femnée, A + B est un sous ensemble fermé,

{4) SiA et B sont des parties fermées, A + B n’est pas nécessairement une partie fermée.



