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1 Dwual d’un espace vectoriel

Soit E un espace vectoriel sur K (K = R ou C).

Définition 1.1 On appelle forme linéaire (fl) sur E toute application linéaire f de

E vers K, c-a-d, f(az+y) = af(x)+ f(y) pour tout (z,y) € E? et pour tout « € K.

Muni de I'addition des applications et de la multiplication par des scalaires, ’ensemble
de toutes les fl sur E est un espace vectoriel sur IK, appelé dual de FE noté E*.

Le dual de E* est appelé bidual de E noté E**.

Exemple de fl: Soit E I'ensemble de toutes les fonctions réelles continues sur [0, 1].

E est un espace vectoriel sur IR et 'application ¢ définie sur F par ¢(f / f(x)dx
est une fl sur F.

Proposition 1.2 Si E est de dimension finie n et (by,bs,...,b,) une base de E,
alors pour tout i, l'application b : E — K définie par:

Vo =Y xb;, bi(z) =

est une fl sur E vérifiant bf(b;) = 6;; ou 6, ; =1 sii = j et 0 sinon.
De plus, by, b5, ...b% forment une base de E*.

Corollaire 1.3 Si E est de dimension finie, alors dim £* = dim F.

Définition 1.4 La base (b3,05,...,b%) de E* définie précédemment est appelée base
duale de (b1, b, ..., by,).

Définition 1.5 Soit E; un sev de E. On appelle orthogonal de E; (au sens du
dual) le sev Ei- de E* défini par:

VfeE* (f € B} < Vze€E, f(x)=0).
Autrement dit, B = {f € E*; f/g, = 0}.

Exemple: Prenons E = R3 et E; =< e; + e5 > ou (eq, e, e3) est la base canonique
de E. Soit f = z1e] + x9€5 + x3e5 € £*. On a:
fEE! < fler+e)=0 < m1+1=0 < [ =ux(e} — €}) + 3¢3.
Donc Ef =< e} — €5, ¢} >.
Proposition 1.6 On a:
a) 0+ = E* et B+ =0;
b) Pour tous sev Ey et Ey de E,
~ si By C By, alors Ey C Ei;
~ Bt + B C (E;N Ey)*. On a légalité si E est de dimension finie.
~(E1+ Ex)t = EL N Ey;

Démonstration. : voir TD.



Proposition 1.7 Si E est de dimension finie n et F' un sev de E, alors
dimF+* =n —dim F.

Démonstration. D’apres la Prop 1.6a), cette proposition est vraie si F' = 0 ou
F = E. Supposons que F soit propre et dim F' = p (0 < p < n). Soit (aq,aq, ..., a,)

une base de E telle que (aq,as, ..., a,) soit une base de F. Soit (af,al,...,a}) la
base duale de (ay,as,...,a,). Pour prouver la proposition, il suffit de montrer que
(a%yys--.,a;) est une base de F'*.

Pour tout x = z1a; + -+ - + x,a, € F et pour tout j > p, aj(v) = r1aj(ay) + -+ +
xpa;f(ap) = 0. Ce qui prouve que pour tout j > p, aj € F+.

D’autre part, soit f € F+. Comme (a},a3,...,a’) est une base de E*, f peut

sécrire f = > aja;. On a, pour tout i < p, f(a;) = a; = 0. Donc f = Zaja;f.
1<j<n J>p

Par suite, (a5,,,...,a}) est une base de F'*.

2 Forme bilinéaire symétrique

Soit E/ un espace vectoriel sur R et f: F x F — IR une application.
Pour tout z € E (resp. y € E), on note f,. (resp. f,) lapplication de E vers R

définie par f,.(y) = f(z,y) (vesp. fy(z) = f(z,y)).

Définition 2.1 f est dite une forme bilinéaire sur E si
(1) Vo € E, f,. est une fl sur F;
(2) Vy € E, f., est une fl sur E.
On dit que f est symétrique si, pour tout (z,y) € E X E, f(x,y) = f(y,x).

Notons que si f est symétrique, alors f,. = f.,. Dans ce cas, on écrit simplement f,

Définition 2.2 (Noyau d’une fbs) Soit f une forme bilinéaire symétrique (fbs)
sur E. On appelle noyau de f le sev Ker f = {x € E; f, =0} ={z € E; Vy €
E, f(z,y) = 0}.

Définition 2.3 Soit £ de dimension finie n, (b1, b, ..., b,) une base de E et f une
fbs sur E. On appelle matrice de f relativement a la base (b1, ba, ..., b,) la matrice
A= (CLZ'J') ou ;5 = f(bl, b])

Comme f est symétrique, on a a; ; = a;; pour tout (i, 7).

Expression de f(z,y) dans la base (b;);.
Soit A = (a; ;) la matrice de f relativement a la base (b1, b, ..., by).
Six =73 m:b; et y =3, y;b;, alors

flz,y) = inZf(b@-,bj)yj = Zf(bwbj)%yj-

Alinsi,

flzy) =) aiay;.
2
Sous forme matricielle, on a f(z,y) = XAY ou X = (z129 -+ 2,), Y = (192 - - Yn)-
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Définition 2.4 Le rang de la matrice A est appelé rang de f:
rang(f) = dim F — dim(Ker f) = dim £ — dim(Ker A).

Proposition 2.5 Soit (b;) et (b;) deux bases de E, f une fbs sur E, A = Mat(f, (b;))
et A" = Mat(f,(b})). Si P est la matrice de passage de (b;) vers (b), alors

A’ = 'PAP.

Définition 2.6 On dit qu'une fbs f est non dégénérée si Ker f=0. Dans le cas
contraire, on dit qu’elle est dégénérée.

Proposition 2.7 Si E est de dimension finie, alors f est non dégénérée ssi sa
matrice est inversible.

Définition 2.8 On dit que les vecteurs x, y sont orthogonaux relativement a f si

f(z,y) =0.

Définition 2.9 Soit X une partie non vide de E. On appelle orthogonal de X
relativement a f le sev de E formé des vecteurs orthogonaux a tous les vecteurs de
X, noté X+ :

Xt={ye E/Vre X, f(x,y) = 0}.

On note v+ 'orthogonal de {v} relativement & f.

Définition 2.10 Soit B = (ay,as,...,a,) une base de E et f une ths sur E. On
dit que B est une base orthogonale relativement a f ou tout simplement une base
f-orthogonale si f(a;,a;) = 0 pour tout couple (i, j) tel que i # j.

On dit qu’elle est f-orthonormale si elle est f-orhogonale et si f(a;,a;) = 1 pour
tout .

3 Forme quadratique

Définition 3.1 On appelle forme quadratique (fq) sur un Rev E toute application
q: F — R vérifiant les deux conditions suivantes:

(1) Vz € E, VX € R, q(Ax) = Nq(x);

(2) L’application f : E' x E — R définie par:

Y(r.y) € B x B, f(x.9) = Jlale +) — a(z) ~ a(y)]

est une fbs sur F.
f est appelée la forme polaire associée a q, et ¢ la fq associée a f:

Ve e E q(z) = f(z,z).



Si (a;;) = Mat(f, (b;)), dans la base (b;), ¢(z) a pour expression:

q(x) = Z ai$§+2 Z @ ;T

1<i<n 1<i<j<n

NB: Si f est la forme polaire de ¢, f(z,y) se déduit de ¢(x) en remplacant a;z? par
a;z;y; pour tout ¢, et 2a, jx;x; par ai’j(.riyj + xjyi) pour tout ¢ < j.

Définition 3.2 Une fq ¢ est positive si g(x) > 0 pour tout z.

Proposition 3.3 Si g est une fq positive sur E de forme polaire f, alors

V(z,y) € E* (f(z.y))* < q(x)q(y).

4 Réduction (ou décomposition en carrées) d’une
forme quadratique

Soit F un IRev de dimension n, (ej,...,e,) une base de E. Si x € E, on note
(x1,...,2,) ses coordonnées dans cette base. Soit ¢ une fq sur £ non nulle et définie

par
q(x) = Z ai$?+2 Z ;T
1<i<n 1<i<j<n

Théoreme 4.1 Il existe des fl l1, ..., L, linéairement indépendantes telles que
q(z) = a1 3(x) + -+ . (z).
oul <r<mn etles o; sont tous non nuls.

Démonstration. Raisonnons par récurrence sur n = dim E. C’est évident si n = 1.
Supposons que le th est vrai pour toute fq ¢; sur un espace de dim n — 1. Soit ¢ une
fq sur E de dim n. Nous allons distinguer deux cas et utiliser la méthode de Gauss.
1° cas: (ay,az,...,a,) # 0. Nous utilisons ici I'identité a® + 2ab = (a + b)? — b*.

Supposons que a; # 0. Isolons tous les termes contenant z;. Notons R; :=

Ry(za,...,x,) la somme de tous les termes ne contenant pas z; et posons ®; :=
Py (z,...,20) = Y _ar zj. On a:
j>1
1
q(x) = ((1113% + 2 Z a1,j$1xj) + Rl = a—[(alxl)Z + 2(G1I1)(I)1] + R1
j>1 1
1 o 1oy L s
= —(x1 +P1)° — —PT+ R = —(x)+q(r)
aq aq aq

1
ou l1(x) = ayxy + Py et ¢i(x) = —a—q)% + Ry.

1
Comme ¢; () ne contient pas x1, appliquons a ¢; I'hypothese de récurrence. 1 existe
pflly,. .. 01 (1 <p<n—1)linéairement indépendantes telles que

01(2) = axl3(z) + - + api by (2).

Comme /; contient x; et les autres ne la contiennent pas, alors €1, (s, ..., ¢y sont
linéairement indépendantes et q(z) = a1 f3(x) 4 -+ + a1, (2).
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ouag = (1/a1) et p+1<n.

2° cas: (ay,as,...,a,) = 0. Supposons que ajo # 0. On va isoler tous les termes
contenant r; et z5. On a:
q(l‘) = (20,1725(711‘2 + 2 Z a1 ;X1 + 2 Z CLQJ'ZEQC(IJ') + R2

1 7>2 7>2
% [(2a1,271)(2a1 272) + 2(2a1 271)P1 + 2(2a; 272) Po] + Ro
1,2
ol CI)Z = CI)Z'(ZL’g,. .. ,l‘n> = Za@jl’j (Z = 1,2) et R2 = RQ([E;},,. .. ,l‘n) désigne la

j>2
somme de tous les termes dans ¢(z) ne contenant pas z; et zs.
Puis appliquons a 'expression entre crochet I’identité

1
ab—i—ac—i—bdz1[(a+b+c+d)2—(a—b—c+d)2]—dc.

En prenant a = 2a; 971, b = 2a1 279, ¢ = 2@ et d = 205, on a:
q(z) = a1 li(z) + aal3(z) + ga(7)

aq = —Q = 1/2@1,2
ol U(x) = a1271 + 1229 + @1 + Py
U(x) = a1 — 412209 — D1 + Py
QQ<.CC) = Rg — (1/2&172)®1(D2.
¢2(x) ne contenant pas xi, zs, il existe p fl l3,..., 012 (1 < p < n — 2) linéairement

indépendantes telles que

G2(w) = asl3(x) 4+ - - 4 apyaly 5 (2).
Comme /1 et 5 contiennent 1,2z, et sont linéairement indépendantes et que les
autres ne contiennent pas 1, T, alors 1, s, . . ., ;5 sont linéairement indépendantes
et

1) = arB(x) + -+ Ayl (@),

Définition 4.2 Réduire une fq g, c’est transformer ¢(x) sous la forme
q(z) = anli(z) + - + o l(@)
appelée forme réduite de g, les a; étant tous non nuls et les ¢; lin. indépendantes.

Proposition 4.3 Soit q(x) = a1 03(x) + - - - + a,.l%(x) une forme réduite de q. Alors
Kerf={zre€FE; l(i(x)="---=/(x) =0}

Démonstration. La forme polaire associée a ¢ est définie par f(z,y) = Y a;li(2)Ci(y).

i—1
On a

reKerf < VyeFE, fo(y) =0 < f,=0 < > ali(x)l; =0

i=1
Comme les ¢; sont lin. indép et «; # 0 pour tout ¢, alors

r € Ker f < Vi, {;(z)=0.
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Proposition 4.4 Soit q(z) = a1l3(x) +- - -+ oL2(x) une forme réduite de q. Alors
rang(q) = p.

Proposition 4.5 Soit f une fbs non nulle sur E de dim finie. Alors E admet une
base f-orthogonale.

Proposition 4.6 Soit f une fbs non nulle sur E de dimension n, de fq q et de rang
p. Alors il existe une base f-orthogonale et un unique couple d’entiers (r,s) tels que

r p
r+s=p et dans cette base, q(x) = x} — Y 7.

i=1 i=r+1
(r,s) est appelé signature de f ou de q.

Proposition 4.7 Si f est une fbs non dégénérée et positive, alors E admet une
base f-orthonormale.

Proposition 4.8 E admet une base f-orthonormale ssi f a pour signature (n,0),
n étant la dimension de E.

5 Recherche d’une base f-orthogonale

Soit f une fbs non nulle sur F de dimension n, ¢ la fq associée dont la forme réduite

est q(z) = anli(z) + - - + apli(z).

él (.l’) = tl

On résout le systeme d’équations linéaires (5) :
ly(z) = t,

ou ty,...,t, sont des variables.

Sous forme matricielle, on a AX = T ou A est une matrice d’ordre p x n, X =

Hay, ey .. xn) et T = Yty ta, ..., tp).

On résout (S) par la méthode de pivot de Gauss:

- On échelonne la matrice augmentée (A|l,) sous forme réduite. On obtient (B|Q).

- Comme /¢4, ..., ¢, sont linéairement indépendantes, alors A est de rang p. On peut
donc exprimer p variables, supposons 1, 9, ..., Z,, en fonction des n — p autres et
des variables t1, o, ...,t,. Alors

(S) — X = -Tp—i-lbl + $p+2b2 + -+ -fnbn—p + tlbn—p—i-l + -+ tpbn

(b1,ba,...,b,) est une base f-orthogonale.



