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Exercice 1

Dans IR?, on considere les vecteurs vy = (1,3,2), vy = (3,4,2) et v3 = (4,2,3).
1- Montrer que ces vecteurs forment une base de IR3.

2- Trouver la base duale de cette base.

3- Déterminer une base de Ej- ot B} =< vy >.

Exercice 2
Sur IR? muni de la base canonique By, on définit la fbs f de forme quadratique

q(z) = 627 + 625 + 325 + 27179 — 81173 — W93,

1) Déterminer la matrice Ay de f relativement a By.
2) On considere les vecteurs by = (2,1,3), by = (—1,0,—1) et b3 = (—3,—1 — 5).
a) Montrer que B = (by, bs, b3) est une base de IR.
b) Déterminer la matrice A de f relativement a B. Que peut-on en déduire?
¢) Déterminer I'expression de ¢ dans .
3) En utilisant la formule de changement de base, déduire la décomposition en carrés
de ¢(x) dans By.

Exercice 3
1) Déterminer la forme polaire f de g définie sur IR? par

q(x) = 22 + 325 + 523 + da 1279 + 63173 + ST073.

2) Réduire ¢. En déduire signature et rang de g.

3) Trouver une base de Ker f.

4) Déterminer les éléments f-isotropes de IR?, i.e, les éléments z tels que g(z) = 0.
5) Déterminer les éléments = de IR? tels que ¢(x) = 1.

Exercice 4
1) Déterminer la signature de chacune des fq suivantes, définies sur IR™:
q(r) = —a% — 22— 22+ 2029 + 27173 — 27973 (N = 3)
@(r) = x1m9 + T1T3 + 20124 + Toxz + 22024 (n = 4)
2) Trouver une base f;-orthogonale de IR™, f; étant la forme polaire de ¢; (i = 1, 2).
3) Trouver une base de Ker f; pour i = 1, 2.

Exercice 5
Sur IR* muni de la base canonique By, on définit la fbs f de forme quadratique

Q(‘r) = —da1x9 + 2(1}1[E3 — A4 + 2ZEQI3 — 64xo1y4 + 501’31’4.

1) Montrer que q(z) = (21 + 39 — 4x3 + 3x4)* — (71 + 5xy — bas + bwy)? + (—dag +
31’3 + 433'4)2.

2) On pose l(x) = 1 + 3wy — dxg + 3xy, lo(x) = x1 + bry — by + by et
£3(CL’) = —41‘2 + 3I3 + 41‘4.

Montrer que les fl ¢1, {5, {3 sont linéairement indépendantes.



3) Trouver une base f-orthogonale de IR?.

4) Déterminer la matrice de f relativement a cette base.

5) Trouver une base de Ker f.

6) Trouver une autre décomposition en carrés de ¢(z) en utilisant la méthode ma-
tricielle.

Exercice 6
Soit ¢ la fq sur IR? définie par: Pour tout = = (21, z, 3)

q(z) = 52?3 + 25 + 373 + 4w 139 — 223173 — 27973,

1) Montrer que IR? muni de la forme polaire f associée a ¢ est un espace euclidien.
2) Trouver une base orthonormale B = (by, b, b3) de IR3.

3) Soit z un vecteur non nul de IR?. Déterminer I'équation dans B du sev orthogonal
a x.

Exercice 7

Sur IR?, on considere les vecteurs a; = (1,1, —1), ay = (=2,1,1) et ag = (=1, -2, 1).
1) Montrer que B = (by, by, b3) est une base de R3.

2) Trouver un produit scalaire f pour que B soit une base f-orthonormale de IR3.

Exercice 8
Soit ¢ la fq sur R? définie par: Pour tout x = (x1, z9, 23, 14),

q(z) = 2% + 225 + 623 + 327 + 23179 — 41173 + 20174 — 22975 — 4T3T4.

1) Réduire g(x) en isolant tout d’abord tous les termes contenant x; puis ceux
contenant xs.
2) Trouver une base f-orthogonale B = (b, bo, b3, bs) de R* telle que la 4-ieme
composante de b; (i = 1,2,3) dans la base cano By = (ey, €2, €3, €4) est nulle.
3) Soit F le sev de IR* engendré par ey, ey et es. Soit ¢ la restriction de ¢ a F, i.e,
pour tout z € E, ¢1(z) = q(z).
a) Exprimer ¢;(z) en fonction de x1, x9, x3 o0l x = z1€1 + T2e9 + T3€4.
b) Montrer que E muni de la forme polaire f; de ¢; est un espace euclidien.
Exercice 9
Sur IR? muni de la base canonique B, on considere les fbs f et g de fq respectives ¢
et ¢ telles que
q(x) = 3x% + 223 + 22 + 27173 + 27973;
¢ (z) = 23 — 23 — 202 — 2m129 — 4T013.
1) Montrer que f est un produit scalaire sur IR3.
2) Soit u I'endo symétrique de IR? défini par

Va,y, f(u(),y)=g(z,y)

et A sa matrice dans B.

a) Déterminer A et trouver ses valeurs propres.

b) Trouver une base f-orthonormale (by, by, b3) de IR? telle que by, by, by soit des
vecteurs propres de u et (by, by, b3) une base g-orthogonale.



