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INTRODUCTION

Cette note de cours, destinée aux étudiants de la deuxieéme année de licence en Mathématiques et Infor-
matique, est consacrée a 1’ Analyse. Elle traite les séries numériques, les suites et séries de fonctions, les séries
enticres, les intégrales (de Riemann et généralisées) dépendant d’un parametre.

Le cours est présenté dans sa version la plus utile pour la résolution des exercices et probleémes figurant a la
fin de chaque chapitre, sans tomber dans I’accumulation de recettes propres a quelques manuels.

Certains résultats énoncés dans cette note ne sont pas démontrés afin de ne pas alourdir le cours. On donne
des démonstrations qui présentent des intéréts techniques pour résoudre les exercices. Les étudiants curieux qui
veulent des démonstrations sont invités a consulter les ouvrages dédiés. Pourtant, il est vivement conseillé de
lire et de comprendre les démonstrations car elles présentent des intéréts techniques pour résoudre les exercices.

Les exercices sont souvent des applications directes du cours et sont faciles a résoudre. Les solutions,
qui suivent directement les énoncés des exercices, sont rédigées de facon détaillée et peuvent servir dans de
nombreux cas comme modele de corrigé-type.

Je remercie par avance les étudiants qui me signaleront, au couriel jafetra@gmail.com, les erreurs

éventuelles malgré le soin que j’ai porté a cette note.

Fanilo R. RANDRIAMAHALEO

Maitre de Conférences



1 Chapitre T

THEORIE DES SERIES

Tout au long de ce chapitre, (E e H) désignera un K—espace vectoriel normé .

1.1 Généralités

Etudier une série, de terme général noté u,,, c’est étudier la suite formée par ug, ug +uy, ug+uy +uy, -+
) M M

Définition 1.1.1. On appelle série a termes dans E tout couple <<un)n€N , <S">nEN> formé d’une suite (un>neN

n
atermes dans E et de la suite <S”)nEN (atermes dans E) définie par S, = Z up=uo+u+uy+---+u,, (neN).
k=0

¢ Une série numérique (réelle ou complexe) est une série a termes dans K.
e [’élément u, est appelé le n—ieme terme (ou terme général) de la série.

e La suite <S”);1€N s’appelle la suite des sommes partelles de la série et I’élément S, est appelé la
n—iéme somme partielle.

La série est notée E U,.
n>0

Définition 1.1.2. Soient Z u, et Z u, deux séries a termes dans E.
n>0 n>0

(1). On appelle série somme des séries Z uy, et Z Vn, la série de terme général (u, + v,).
n>0 n>0

n
(2). On appelle série produit des séries Z u, et Z Vv, la série de terme général w,, = Z URVy_ .
n>0 n>0 k=0

Définition 1.1.3. Soit Zun une série a termes dans E. On dit que
n>0

* la série Z u, est convergente si la suite (S”>neN de ses sommes partielles converge dans E et dans ce
n>0

~+oo
cas, la limite S de la suite (Sn)nEN est appelée la somme de la série et on note S = lir}rl S, = Z Uy,.
n—s—oo
n=0

* la série Z u, est divergente si la suite (S">HEN de ses sommes partielles ne converge pas.
n>0

* deux séries Zun et Zvn sont de méme nature si elles sont toutes les deux convergentes ou toutes les
n>0 n>0
deux divergentes.
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Exemple 1.1.4. La série géométrique

Soit ¢ un nombre réel. La série Zq” est appelée série géométrique de raison g. On a

1— n+1 .
Sy=14+qg+¢*+--+q" = (pour g#1) et lim S, =

1—gq n—s~oo

1

+oo i gl =1

Donc la série Z q" converge si |¢| < 1 et divergente dans le cas contraire.

Définition 1.1.5. On dit qu’une série Z u, est commutativement convergente si pour toute permutation ¢
n>0
de N, la série Z Ug(n) est convergente et a la méme somme que Z Uy.
n>0 n>0

Noter qu’une série commutativement convergente est nécessairement convergente, en prenant pour ¢ la

permutation identité.

Définition 1.1.6. On dit qu’une série de terme général Z v, est une série de paquet de la série Z u, s’il existe

n>0 n>0
¢(n)
une application ¢ : N — N strictement croissante telle que v, = Z uy pour tout n € N.
k=@(n—1)+1

Théoreme 1.1.7. Si la série E u, converge, toute série de paquet de E u, converge et a la méme somme.
n>0 n>0
Mais en général, la convergence d’une série de paquet n’entraine pas la convergence de la série E Up.
n>0

Proposition 1.1.8. Soient Zun une série a termes dans E et ng € N. Alors les séries Zun et Z sont de

n>0 n>0 n>ngp
+oo no—1 o0
méme nature et si elles convergent, on a : Z U, = Z Uy ~+ Z Up.
n=0 n=0 n=ny
n n nop—1 +o0
Preuve. Supposons que Zun converge. Puisque pour tout n > ny, Z uy = Zuk — Z uy, la série Z Uy
n>0 k=ng k=0 k=0 n=ng
+oo oo np—1
converge et on a Z up = Zuk — Z Uy
k=ng k=0 k=0
n no—1 n
Réciproquement, si Z u, converge, pour tout n > ng, on a Zuk = Z uy Z uy et la série Zun
n>ng k=0 k=0 k=ny n>0
converge. 0

Définition 1.1.9. On dit que la série Z uy, a termes dans E vérifie le critére de Cauchy si

n
Ve>0,INeN telque Vn >N et Vp >N, ona Zqu <e.
k=1

Autrement dit, la série Zun vérifie le critere de Cauchy si la suite de ses sommes partielles est une suite de

Cauchy.
La proposition suivante donne une condition nécessaire pour qu’une série soit convergente.

Proposition 1.1.10. Si la série E u, converge, on a lirf u, = 0.
n—+oo
n>0
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n +oo
Preuve. Notons S,, = Z upetS= Z uy. Pourtoutn € Nyonauwu, =S, —S,_1. Ainsi, lirJIrl u,=S—-S5S=0. O
n—+oo
k=0 k=0

* La proposition ci-dessus dit que si lim u, # 0, la série Z u, est divergente. On dit que la série est
n—r—+oo >0
grossierement divergente.

e Laréciproque de la proposition ci-dessus est fausse : il se peut que lim u, = 0 alors que la série E U
n—+oo

n>0
est divergente.
. . : 1 "1 1 1
Exemple 1.1.11. Considérons la série harmonique : Z —.Pourn>1,0onas, = Z —=1l4+=-4+---4+—ct
n>1 s 2 n
1 1 1 1 1 1 1
Sop—Sy=(14+-4+ v ) (14402 )= e —
e (+2+ +2n> <+2+ +n> P R R
. 1 1 .
Mais pourtout 1 < p <m,onan+1<n+p <2nc’est-a-dire — < < . Ainsi,
2n " n+p  n+l1
1 1
- <
2n = n+l1
1 1
2n = n+n
; 1 1 . .
Par conséquent, Sy, — S, > n ) =3 et la suite (S”)n> | n’est pas de Cauchy. Donc elle diverge. De plus,
n >
—+oo
(S,,)n2 , est strictement croissante et on déduit que Z — = +o0,

n=1

Proposition 1.1.12. Soit (un>n€N une suite a termes dans E. La suite (un)ne converge si, et seulement si la

N
série Z(unH — u,,) converge.
n>0
n
Preuve. Pour toutn € N, on a Z(”kH — uk> = (un+1 - u,,) + (un — un_1> <u1 — u0> = Up4+1 — U.

k=0
n

e Si lim u, = i — =0 —uy. eri — .
Lam ity {e€E, ona nngZ(uk“ uk> ¢ — ug. Donc la série Z(unH u,,) converge
k=0 n>0
¢ Réciproquement, si Z(”nH — un) converge, il existe S € E tel que S = Z(“nﬂ — un) et on a
n>0 n>0

lim (u —u >:S lim u =up+Set lim u, =uy+S. Donc la suite <u ) converge.
(1 0 s M U] 0 U 0 n) e g

N
O

n
Définition 1.1.13. Soit Z“" une série convergente. Pour chaque n € N, R, = Z up=S— Z u,=S-35,
n>0 k>n41 k=0

est appelée le reste d’ordre n de la série Z Up .
n>0

Proposition 1.1.14. Soit Z u, une série convergente et pour chaque n € N, R,, le reste d’ordre n de la série.

n>0
Alors lim R, =0.
n—+-o0
—+oo
Preuve. EnnotantS:Zuk,onaRn:S—Sn—>S—S:O. ]
=0 n—+-oo
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1.2 Propriétés algébriques des séries convergentes

Proposition 1.2.1. Si Zun et ZV" convergent, pour tout A € K, la série Z(”" + kvn) converge et on a

n>0 n>0 n>0
> (i ) = Y+ 2 v
n=0 n=0 n=0

n n n
Preuve. Pour chaque n € N, on a Z (uk + lvk) = Z u+A Z v. En passant a la limite, on a le résultat. [
k=0 k=0 k=0

Corollaire 1.2.2. Soient Z u, et Z v, deux séries a termes dans E.

n>0 n>0
(1). Pourtout L € K\ {0} les séries Zun et Z)Lun sont de méme nature.
n>0 n>0
(2). Si Z u, et Z v, sont de natures différentes, la série Z (un + vn) est divergente.
n>0 n>0 n>0

Remarque 1.2.3. Si Z uy, et Z v, sont divergentes, on ne peut pas déduire la nature de Z (un + v,,).

n>0 n>0 n>0

Proposition 1.2.4. Soient E un K—espace vectoriel normé de dimension finie, 28 = {el, €y, ,em} une base

de E et (un>neN une suite dans E. Notons, pour chaque n € N, (u,,,i) les composantes de u,, dans la base

1<i<m
B c’est-a-dire u, = uy €1+ up2€3 + - - Uy me, pour chaque n € N. Alors la série Z u, converge dans E si, et
n>0
seulement si pour chaque i € [1, m], la série Zun,i converge dans K et dans ce cas, on a
n>0

+o0 m o0
2w=z( m}f
n=0 0

i=1 \n=

Corollaire 1.2.5. Soit Z u, une série a termes dans C. Alors les assertions suivantes sont équivalentes
n>0

(1). La série Z u, converge,

n>0
(2). Les séries Ziﬁe(un) et ZSm(un) convergent,
n>0 n>0

(3). La série ZI/Tn converge.
n>0

On a plus généralement le résultat suivant

Proposition 1.2.6. Soient E, F deux K—espace vectoriel normé, f: E — F une application linéaire continue

et E u, une série a terme dans E. Si E u, converge dans E, la série E f (un) converge dans F et on a

n>0 n>0 n>0
oo +oo
> () = (L)
n=0 n=0
n n
Preuve. Puisque f est linéaire, on a, pour tout n € N, f(Z uk) = Zf(uk).
n +o0 n =0 J/:)o o0 o0
Comme Z Uy m Zuk et f est continue, f(Z uk> m f(z uk> . Ainsi, Zf(u,,) m f(z u,,)
k=0 k=0 k=0 k=0 n=0 n=0 -
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Proposition 1.2.7. Soient Z u, et Z v, deux séries convergentes, a termes dans R et telles que u,, < v, pour

n>0 n>0
Foo oo
tout n € N. Alors Zun < Zvn.
n=0 n=0
n n
Preuve. Puisque Z u < Z vk pour tout n € N, on a le résultat en passant a la limite quand # tend vers 4-c0.  []
k=0 k=0

1.3 Séries a termes positifs

Les criteres donnés dans cette section pour les séries a termes réels positifs ou nuls donnent évidemment
des criteres de convergence pour les séries a termes réels négatifs ou nuls (en effet, il suffit de changer u, en
—u,). Notons aussi qu’on ne change pas la nature d’une série en modifiant un nombre fini de termes. On peut

donc appliquer ces criteres dans le cas des séries réels a termes positifs ou nuls a partir d’un certain rang.

Lemme 1.3.1. Soit Zun une série a termes positifs. Alors Zun est convergente si, et seulement s’il existe
n>0 n>0

n
M > 0 tel que pour tout n € N, Zuk <M.
k=0

Preuve. Puisque u,, > 0 pour tout n € N, la suite (Sn>n€N de ses sommes partielles est croissante. Donc, la suite

(S,,)neN est convergente si, et seulement si elle est bornée. O

D’apres ce lemme, il n’ y a que deux possibilités pour les séries a termes positifs :

n oo
* Si Z u, converge, pour tout n € N, Zuk < Z Ug,
n>0 k=0 k=0

n
e Si) u,di .
Z » diverge, pour tout n € N, on a Zuk m o0
n>0 k=0
Théoreme 1.3.2 (Test de comparaison). Soient Z u, et Zvn deux séries a termes réels positifs ou nuls. S’il

existe ng € N tel que pour n > ngy, on a u, < vy, alors :
(1). la convergence de Zvn entraine celle de Z Uy,

(2). la divergence de Z”” entraine celle de Z V.

n n
Preuve. En posant pour toutn > ngp : S, = Zun etT, = Zvn, ona$, <T,.
k=0 k=0
Donc si la suite (T">n est majorée, il en de méme de (S,,)n et si (S,,)n n’est pas majorée, <T">n non plus n’est

pas majorée. O

Corollaire 1.3.3 (Théoreme d’équivalence). Soient Zun et ZV" deux séries a termes positifs. On suppose
qu’il existe ng € N tel que si n > ng, v, # 0.

- Uy L. N L.
(1). Si 11111 — =0, la convergence de la série g v, entraine celle de la série E Up,.
n—r+oo y,

(2). Si lim Un _ ~-o0, la convergence de Zun entraine celle de Zvn.

n—+oo y,

(3). Si lim Un _ CeR\ {0} les série Zun et Zvn sont de méme nature.

n—-+o y,
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Preuve. Rappelons que :

LIIE X, =x si Ve >0, IN €N tel que n > N entraine |x, —x| < €. (1.3.1)
n oo
et
LHE X, =+ si VA€ R, AN € N tel que n > N entraine x, > A. (1.3.2)
n oo

(1). En prenant € = 1 dans (I.3.1), il existe N € N tel que sin > N,
alors le Théoréme

< 1 c’est-a-dire u, < v,.. On utilise

Vn

(2). En prenant A = 1 dans ,il existe N € N tel que n > N entraine
utilise le Théoreme [[.3.21

%1 > 1 ¢’est-a-dire u, > v, et on

Vn

< € ¢’est-a-dire

3).

(l—g) < tn < (£+¢€) ou encore u, < ({+€)v, etv, < gl
Vn -

Si la série Zvn converge, il en est de méme pour Z E + €)u, donc de Zun.

Si la série Zvn diverge, il en est de méme pour Z 7 un donc de Z Uy.
O

Corollaire 1.3.4 (Comparaison logarithmique). Soient Z uy et Z v deux séries a termes strictement positifs

Up+-1 Vin+1
telles que pour toutn € N, on a il < — "1 Alors
Up Vn

(1). Si Zvn est convergente, il en est de méme de Z Up.

(2). Si Zun est divergente, il en est de méme de ZV”

Preuve. Puisque u, et v, sont strictement positifs, on a < et par recurrence — < —
Vn+1 Vn Vn VO
En posant A = o ,on au, < Av, et il suffit d’appliquer le Théoreme (1.3.2 O
Vo'

Théoreme 1.3.5 (Comparaison avec une intégrale). Soit Zun une série a termes positifs. On suppose que
pour n > ngy, on a u, = f(n) o f est une fonction définie, continue, positive et décroissante sur [ ng, +oo| et

lim f(¢) =0. Alors u, est convergente si, et seulement si la suite (T,,) définie par
[Jim £ (1) > up 2 (7,), définie p

T, = Anf(t)dt

est majorée.

Preuve. Remarquons que la suite (Tn)n est bien définie car f est continue. Les hypotheses sur f nous permettent

d’avoir pour tout k > ngettout k <t <k+1:

flk+1) < f(t) < f(k) cest-a-dire  wugyy < f(1) < u.

En intégrant cette derniére inégalité entre ket k+1,on a:

k+1
U1 < f(l)dt < ug.
k

En faisant la somme pour k allant de ng a n, on obtient

Zuk+1</ f dt<Zuk

k=ny
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c’est-a-dire

n+1 n n
Zuk§/ f(t)dtﬁ Zuk
k=ny o k=ng

c’est-a-dire encore
n
Sp—ap, < / f(t)dt <,
1o
D’apres cette derniere inégalité,
* Si Z u, converge, la suite (S")n est majorée et d’apres I'inégalité a droite, la suite (T,,)n est majorée.
* Si la suite (T,,)n est majorée, I’'inégalité a gauche implique que (Sn)n est aussi majorée et donc la série
Z u, est convergente.

O

Corollaire 1.3.6 (La série de Riemann). Soit o € R. La série Z —» pourn > 1, est appelée série de Riemann.
n
Elle est convergente si, et seulement si @ > 1 et divergente si, et seulement si o < 1.
Preuve. Nous allons étudier la série suivant les valeurs de .
(1). Pour ¢ < 0,ona lim u, = 4co.
n— oo

2). Pourc=0,0onau,=1.

Donc dans ces deux cas, la série est divergente car u,, /— 0 quand n — 0.

1
(3). Si >0, posons f(x) = — pourx > 1.
x

La fonction f est dérivable et f'(x) = — < 0, donc f est décroissante sur [ 1, +eo[ eton au, = f(n)

xo+l

" "l 1 1
pour n > ng = 1. Considérons la suite <T")n définie par T, = /1 f(t)dt = /1 thdt =1"=a (n“ﬁ - 1).
e Si0<a<l,x—1<0et Luf T, = +oo. Donc la suite <T”)n n’est pas majorée et donc la série
n oo

Z u, est divergente.

e Sia>1, ngrfw T, = T—a Donc la suite (T”)n est majorée (car convergente) et la série Zun

converge.

O]

Théoreme 1.3.7 (Critere de Riemann). Soit Z”" une série a termes positifs ou nuls.
(1). S’il existe un réel o0 > 1 tel que la suite (n‘xu,,)n soit majorée, la série Zun est convergente.
(2). S’il existe un réel o < 1 tel que la suite (no‘un)n soit minorée, la série Zun est divergente.
(3). En particulier, s’il existe un réel o tel que ngrfmnaun =leR\ {O}, ona:
e sio>1alors la série Zun converge

e sia<1alorsla série Zun diverge.

Preuve. La démonstration utilise le théoreme de comparaison avec la série de Riemann.

. M L. M . R

(1). Soit M tel que u, < — pour tout n > 1. Comme o > 1, la série Z — converge et il en est de méme
n n
pour la série Z U.

. m . m . . A

(2). Soit m tel que 0 < — < uy, pour tout n > 1. Comme o < 1, la série Z — diverge et il en est de méme
n n

pour la série E U.
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(3). Sila suite (n“un)n admet une limite finie £ alors elle est bornée c’est-a-dire il existe deux nombres réels

m et M tels que m < n%u,, <M.

O
Dans la pratique, on utilise le corollaire suivant
Corollaire 1.3.8. Soit Zun une série a termes positifs.
(1). S’il existe un réel o« > 1 tel que ngrfmn“un = 0 alors la série converge.
(2). S’il existe un réel o < 1 tel que ngrfwnaun = 40 alors la série diverge.
(3). En particulier, s’il existe un réel o tel que nngnaun =leR\ {O}, ona:
o sia>1alors la série Zun converge
o sio<1alors la série Zun diverge.
Corollaire 1.3.9 (La série de Bertrand). Soient o, B € R. La série de terme général u,, = % est appelée

n%(Inn

la série de Bertrand. La série Z u, est
n>1

e convergentesi: > lou(ax=1etf>1),

* divergentesi: @ <lou(a=1et B <1).

Preuve. On va étudier la série suivant les valeurs de .

(1). Pour @ = 1, la fonction f définie par f(¢) = est définie, continue, positive et décroissante sur

t(lnt)ﬁ

[ 1o, +oo[ pour un certain ng assez grand dans N et u,, = f(n). On peut donc étudier la série Zun par

une comparaison avec la suite (Tn>” définie par 7, = / f()dt = / 5 dt (pour ng assez grand
no no

(tInt)
fixé).

1 1 1
. Si 1, n= — .
(@). Sip#1,onal —p [(lnn)l_ﬁ <lnn0>1_ﬁ]

e Sif >1,lasuite (Tn>n est convergente donc la série Zun est aussi convergente.
* Sip<1,lasuite (T">n est divergente donc la série Z u, est aussi divergente.
(b). Sif=1,onaT,=In(lnn)—In(lnng) et lirB T,, = +oo donc la série Zun est divergente.
n—s—+o0

ny—¢

(2). Pour o < 1, on choisit y € R tel que @ < y < 1. On a n’u, = )/3 et LHE n"u, = +oo.
Inn e

Donc la série est divergente.

et

et lim n"u, =0.

1+ a
ity=——0 Yy —
(3). Pour a > 1, soit y = 5 -onaniy )ﬁ oo

Inn
Donc la série est convergente.

Théoreme 1.3.10 (Régle de d’ Alembert). Soit Z U, une série a termes strictement positifs.
Un+1
Un

(1). S’il existe un nombre réel g < 1 tel que pour toutn > 1 : < g, la série Z“" est convergente.
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Upt1
Un

(2). S’il existe un nombre réel g > 1 tel que pour toutn > 1 : > q, la série Zun est divergente.

Upt1
Un

(3). En particulier, si

admet une limite finie { en +oo alors

o sil <1, lasérie Z u, est convergente,
e sil>1lasérie est divergente,
e sil =1, on ne peut rien conclure.

Preuve. Nous allons utiliser la comparaison logarithmique (Corollaire[I.3.4).

Vn+1

Upt1 < Vi1

(). Si ntl < gavecqg<1,posonsv,=¢g".Ona = g c’est-a-dire . Puisque la série Zq"
u

n n Mn \%
est convergente, il en est de méme pour la série Z u, (d’apres le Corollaire|1.3.4).
(2). En faisant le méme raisonnement mais cette fois-ci avec ¢ > 1, on obtient la conclusion du théoréme.
. . . u b N 2z b N
(3). ¢ Sif<1,choisissons g tel que £ < g < 1. Pour n > ng, on a —ntl < g d’ou le résultat d’apres (1).

n

e Si/ > 1, choisissons un réel ¢ tel que 1 < g < £. On est sur la situation de (2). D’ou le résultat.

O
Théoréme 1.3.11 (Regle de Cauchy). Soit Z u, une série a termes strictement positifs.
(1). S’il existe un nombre réel g < 1 tel que pour tout n > 1 : W/u, < q, la série Z”” est convergente.
(2). S’il existe un nombre réel g > 1 tel que pour tout n > 1 : W/u, > q, la série Zun est divergente.
(3). En particulier, si \/u,, admet une limite finie { en oo alors
o sil <1, lasérie Zun est convergente,
e sil>1lasérie est divergente,
e sil =1, onne peut rien conclure.
Preuve. Reproduire la preuve du Théoréme (1.3.10|en remarquant que /u, < g équivaut a u,, < ¢". U

N L qs Un+1
Dans le cas ot on a trouvé lim
n—+oeo Y,

peut utiliser la régle de Raabe Duhamel suivante :

= 1 dans la régle de Cauchy ou la régle de d’ Alembert ci-dessus, on

Théoreme 1.3.12 (Regle de Raabe Duhamel). Soit Z U, une série a termes strictement positifs. S’il existe un

1
couple (o, ) € ]0, oo X |1, 4oo] tel que i1 :1—g+o — ),
U, n nb

o Siax <1, la série Zun est divergente,

e Sio> 1, lasérie Zun est convergente.

1.4 Séries a termes dans un espace vectoriel normé

Les résultats énoncés dans cette section concernent les séries a termes dans un espace vectoriel normé

quelconque. Puisque, R et C sont des e.v.n, les théorémes sont vrais pour les séries a termes dans R ou C.

Théoreme 1.4.1. Si E est complet alors la série Z u, est convergente si, et seulement si elle vérifie le critére
n>0

de Cauchy.
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Preuve. Dans un espace complet, toute suite de Cauchy est convergente. O

Définition 1.4.2. La série Z u, a termes dans E est dite absolument convergente si la série a termes positifs
n>0
Z ||un || est convergente.

Théoreme 1.4.3. Soit E un e.v.n complet et Z u, une série a termes dans E. Si Z u, est absolument conver-
n>0 n>0
gente alors Z u, est convergente et on a
n>0

Joo
>
n=0

Joo
<> luall-
n=0

Preuve. Soit € > 0. Puisque Z ||lan|| est convergente et R est complet, Z ||an|| vérifie le critere de Cauchy.

p
Dong, il existe N € N tel que Vn > N et Vp > N, on ait Z lunikl] < €.
k=1

P p p
Comme Zun+k < Z ltnik], onaVn >N et Vp >N ona Zun+k < g c’est-a-dire la série Zun

k=1 k=1 k=1 n>0
vérifie le critere de Cauchy. Puisque E est complet, Z u, est convergente.
n>0
n n
L’inégalité de la somme s’obtient par passage a la limite a partir de Vn € N, Z Unii|| < Z || tose |- O
k=0 k=0

D’apres le Théoréme [1.4.3] la premiere chose a faire quand on étudie une série a terme dans un e.v.n est
d’essayer d’appliquer les critéres de convergence des séries a termes positifs a la série Z [t
Attention, le théoréme dit que si Z ||un || est convergente alors Z uy est aussi convergente MAIS si Z ||t |
n>0

est divergente, on ne peut rien conclure pour la série Z Uy.
n>0

Proposition 1.4.4. Soient Z u, et Z v, deux séries absolument convergentes de sommes respectives & et f3.

n>0 n>0
Alors

(1). la série somme Z (un + v,,) est absolument convergente de somme o+ 3 et

(2). la série Z)Lan est absolument convergente pour tout scalaire A € K, de somme Aa.

Proposition 1.4.5. Soient Z u, une série absolument convergente de somme o et Z Vv, une série convergente
n>0 n>0
de somme PB. Alors la série produit est convergente de somme y = af3.

Si de plus la série E v absolument convergente, la série produit E ¢y, est aussi absolument convergente.

n>0

Définition 1.4.6. On dit qu’une série Zun a termes dans un e.v.n E est semi-convergente si elle converge
n>0
mais Z ||lan|| est divergente.

(=D"

n

1
Exemple 1.4.7. On verra plus loin que Z est convergente tandis que la série Z ||un|| = Z lu,| = Z -
n

n>0 n>0
est divergente.

Voici quelques théoremes permettant d’étudier des séries non absolument convergentes.
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Théoreme 1.4.8 (Régle d’Abel). Soit Zun une série a termes dans un e.v.n complet E telle que pour tout
n>0
n €N, u, est de la forme u,, = A,v, ol <;L”>n CKet (v,,)n C E. On suppose que :

p
(1). Il existe M > O tel que pour tout p, q € N tel que p > g, on a ka :}vq+vq+1+"-+vl,{§M
k=q

(2). la série Z |Aut1 — Au| converge et

n>1

(3). lim A,=0.

n—r+-oo

Alors la série E u, est convergente.
n>0

Définition 1.4.9. Une série Zun est dite alternée si son terme général u, s’écrit u, = (—1)"f, avec B, >0

n>0
pour tout 7.

Théoréme 1.4.10 (Critére des séries alternées). Si (ﬁ”)n est une suite réelle positive, décroissante et tendant

P P 7 7 n
vers 0, la série série altérnée E (—1) By est convergente.

. . —1)" 1 . . L
Exemple 1.4.11. Considérons la série E u En posant 3, = —, on voit que la suite (Bn)n est décroissante
n n
et lim B, =0. Donc la série E (=1)"B, = E (=1" est convergente d’apres le critere des séries alternées
n——+oo n ' n n g p .

1.5 Séries doubles

Dans cette section, nous allons étudier les séries associées a une suite double <u,,’q> ( ) Nl c’est-a-dire
p,q)elNX

les séries associées a une suite indexée par N x N.

Cas des séries doubles a termes positifs

Théoreme 1.5.1 (Interversion des sommations). Soit (up,q) ( une suite double a termes positifs. On

P, q) eNxN
suppose que :

(1). Pourtout p € N, la série Z”Pﬂ converge et

=0
~+oo
(2). La sériez Z”Ni converge.
p=0 [¢=0

Alors

(1). Pourtout g € N, la série Zu[,,q converge,
p>0
e
(2). La série Z Z Upq| converge et
920 | p=0

oo [4oo ] 4o [ 4o

(3) DD tupa| =D | D pal-

p=01¢=0 | ¢=0|p=0
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Cas des séries doubles a termes dans K

Théoreme 1.5.2 (Théoréme de Fubini). Soit (um,) ( )eN  lne suite double a termes dans K. On suppose
p,q)ENX
que :

(1). Pourtout p €N, la série Zu p.q €St absolument convergente
q=0

—+oco
(2). La série Z [ZWWI’] converge.

p=0 [ ¢=0
Alors

(1). Pourtout g €N, la série Z up 4 est absolument convergente,
p=0

+o0
(2). La série Z [Z |up’q]] converge.

920 | p=0

oo +oo
(3). Les séries Z [Z upg] et Z [Z up‘,q] sont absoluments convergentes et

p=20 |g=0 q>0 | p=0

(4). f [fup’q] = f {i”ﬁﬂ]'

p=0 | g=0 q=0 | p=0
1.6 Exercices

Exercice 1.6.1. Etudier la nature de la série de terme général u, dans chacune des cas suivants et calcuer sa

somme éventuelle :

sin7< :_1)

1 n(n 1 .

u"_n(n+1)(n+2)’ M"_COSECOS 1 Mn_n<n+1)<n+2)m(n+p) ou peN\{0}
n n+1

1
Exercice 1.6.2. On considere la série de terme général u, = (—1>n ln(l + ) .
n

~+oo
(1). Montrer que la série Z u, est convergente. On note S = Z Uy,.
n>1 n=1

In(2n+ 1)[(2n)1]"
24n [n!]4 '

(2). Montrer que pour tout n > 1, la somme partielle S, de la série peut s’écrire Sy, =

n
(3). En utilisant la formule de Stirling : n! ~ (€> v2nx, trouver lim S,. En déduire S.
n—+o \ n n—r+oo

Exercice 1.6.3. Soit Zan une série numérique a termes strictement positifs convergente. Déterminer la nature

n>0
.. a cosha, —1
de chacune des séries : E . E " , et E ai.
14+a, a
n>0 n>0 n>0

Exercice 1.6.4. Etudier la nature des séries : §>n et Z (7),,
S tntl T Sy (1)
Up

(1+u1)(1+uz)---(1+un)'

Exercice 1.6.5. Soit (un> une suite a termes positifs. Pour n > 1, on pose v, =

n>1
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1).

Q).

n
1
Montrer que pour toutn > 1,ona » vy=1— .
A (R (e B (s
En déduire la nature de la série Z V.
n>1

Exercice 1.6.6. On considere la suite réelle (u,,)n définie par ug > 0 et u,4 = /n+u, pour n > 1.

(1.
).
3).
“).

).

1.7

Montrer que u,, — —+oo.

n——+oo
Montrer que (un)n est croissante a partir d’un certain rang.
Trouver un équivalent simple de u,, quand n tend vers +co.

1
Pour & € |0, 4o[, quelle est la nature de la série Z — 7
n>1 u’?

(1),

Pour 8 € ]0, +oo[, quelle est la nature de la série Z 3
n>1 Un

Corrigés des exercices

Exercice[L.6.1l Nature et somme éventuelle des séries :

1).

2).

1 1 1 1
. Apres décomposition en éléments simples de u,, on a u, = — — + .
2n n+1 2 (n + 2)

n(n—i—l)(n—i—Z) )

Uy, =

Pour n > 1, soit S, = Z uy la n—ieme somme partielle de la série Z u,. On a alors

k=1 n>1
PR B W B R

n— ~ - P by I

2k okl 224k+2

En effectuant le changement d’indice : k — k+ 1 dans la premiere somme et k — k — 1 dans la troisie¢me,

on obtient :

1”2*:l 1 Z 1 1=
S,==> — -y N
2kl Skl 25kt

_11+1+”§1 1+1+’§1+11+1+"§1
S22 Zk+d 2 n+l k+1] 2(n+1 n+2 Sk+1

k= k=
Apres simplificati S 1+1 1 1 Ainsi. lim S 1
rés simplification,ona S, = — + = — . Ainsi, lim S, = -.
P P "T 3T 2 nt2 gt e T g
—+oo
‘o 1
Donc, la série Zun converge et Z U, = T
n>1 n=1
. 1
sin ———
n(n+1) I 11 (1 1 1 I 11
un:ﬁ.Pulsque =—— 7 etsin|{ —— 1 =sin —cos 7 —cos —sin T
COS — COS ”(”‘H) non+ n n+ n o n+ n n+
n {z+ 1 .
on a u, = tan — —tan T Donc, pour n > 1, la n—ieme somme partielle de la série est donnée par
n n
~+oo
S, =tan1 —tan —— tan 1. Dongc, la série est convergente et =tanl.
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1

D (2 (et p)

oﬁpeN\{O}.Ona

_ (n+p)—n B 1 B 1
P i )+ 2) - (ntp)  a(nt1)(n42) - (ntp—1)  (nt1)(n+2)(ntp)
1

n(n+1)(n+2>--~<n+p—l)

Posons v,, = .Ona pu, =v,—v,retpourn>1,0na

n

1
pS, = Z (Vk kaﬂ) =V| — V1 C'est-a-dire S, = ;(V[ *Vn+1>-
k=1

. N 1
D’autre part, v, —>+ 0; ce qui entraine S, —— —v.
n——+oco

n—+e p
+oo 1
Donc, la série Zun converge et Z Upy=—vV = —.
p p-p!
n>1 n=1

1
Exercice|1.6.2| On considere la série de terme général u, = (— l)n ln<1 + ) .
n

1
(1). Pour n > 1, posons a, = ln(l + > . Il est facile de vérifier que (a,Z)n est une suite décroissante tendant
n

vers 0. Alors E u, est une série alternée qui converge.

n>1
(2). Soitn > 1. En regroupant deux par deux les termes dans S, on a
¢ [ 2k+1 2k n(2k—1)(2k+1)
Sop = —Up_1) = 1 —1 =1
o I;(uzk k1) ; { n— nzkl} n L_l T

D’autre part, par un simple calcul, on a

lﬁl(zk—l)—% et §(2k+1>_<2’7J;:7)l!<2’7)!

Il s’ensuit que

n—r—+oo

n
(3). En utilisant la formule de Stirling : n! ~ (e) v2n7w,on a

(2n+1)[(2n)1]” 2n X (:)4 x 4nm

B e () T
e

2
On en déduit que lim S, =1n—.
n——+-oo T

Exercice [1.6.3, Soit Zan une série numérique a termes strictement positifs convergente. Nature de chacune

n>0
. ay cosha, — 1 2
des séries : —F—, et a,.
S Y
n>0 n>0 n>0
a a
(1). Z % Ona, pour toutn >0, 0 < " < a,. Comme Zan converge, par le théoreme de compa-
1+4a, 1+a,
n>0 n>0
. 7 . ~ o . z N a
raison des séries a termes positifs (Théoréme|1.3.2), on conclut que Z 1 +" est convergente.
a
n>0 n
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h 1 h 1 laZ 1
cosha, — .. cosha, — n
2). Z " Comme Zan converge, a, — 0. Ainsi, T L 2 —a, > 0. Comme
a n—+infty a n—+e @ 2
n>0 n >0 y n n
Zan converge, par le théoreme d’équivalence des série a terme positifs (Corollaire |1.3.3)), on conclut
n>0
. cosha, — 1
que la série Z —— converge.
n>0 Gn

3). Zaﬁ. Puisque Z“" converge, d ——— 0 c’est-a-dire pour tout € > 0, il existe un rang ny € N tel que
n—r o0
n>0 n>0
sin > ng, on ait 0 < a, < €. En particulier, pour € = 1, il existe un rang ny € N tel que a partir du rang

ng, on ait 0 < a, < 1; d’ot1 0 < a2 < a,,. Comme Zan converge, par le théoréme de comparaison des

n>0
séries a termes positifs (Théoréme|1.3.2), on conclut que Zai est convergente.
n>0
n n
—1)n —1
Exercice|1.6.4, Nature des séries : §> et Z <7>n
= +n+1 nzo”‘f‘(—l)
(1) Z <_1>"n Pour tout n € N, on a |u,| n <! ! D’apres le critere de Riemann Z !
. ————. Pour toutn , Up| = 54— < 5 = —. i DY =
gn’+ntl G I R =

converge et d’apres le théoréme de comparaison des séries a termes positifs (Théoreme [1.3.2)), la série

s D
———— converge absolument donc converge.
n>0 I’l3 +n+ 1

n
2). Z (7),, En effectuant le développement asymptotique de u,, on a
n>0"~+ (_ 1)

e ) - B () ()
(=)’

*  Par le critere des séries alternées, Z —-—— converge,
n>1

. 1 . . 1
e  Puisque Z — converge, par le théoréme de comparaison, la série Z o| — | converge absolument
n>1 n>1
donc converge.

Par addition de deux séries convergentes, on conclut que E u, est onvergente.
n>1

(1+u1)(1+u2)~-(1+un)'

Exercice(1.6.5! Soit (u,,) une suite a termes positifs. Pour n > 1, on pose v, =

n>1

(1). Il suffit de raisonner par récurrence sur n.

n
uj 1 : :
* Pourn=1,0ona ) v = =1- . Donc, la propriété est vraie pour n = 1.
; 14 u 14 uy

*  Supposons que la propriété soit vraie pour un n € N'\ {0} On a alors

n+1 n

kaz Vi + Vntl
k=1 k=1
_ (1_ 1 >+ Un+1
() (i) () Trm) () ()
14 —(1+ttng1) + s i 1
() () () () (rm) ()
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n
1
Ce qui établit fa formule pour n+ 1. Donc, pourtoutn > 1,ona » v =1— .
2 A () (1)

n
(2). D’apres (1).,on a, pour toutn >1:0 < ka < 1. Ainsi, la série Zvn est a termes positifs et la suite
k=1 n>1
de ses sommes partielles est majorée ; donc elle converge.

Exercice On considere la suite réelle (””>n définie par uy > 0 et 11 = y/n+u, pourn > 1.

(1). Il est facile de voir que pour tout n € N, u, existe et u, > 0.
On a donc, pour toutn € N, u, 1 =/n+u, > +/n —+> ~+o0. D’0OU Uy 41 —+> +-o0, puis par décalage
n——+oo n——+oo
d’indice, u;, —— +oo.
n—y—+oo
(2). Montrer que (un>n est croissante a partir d’un certain rang.
Puisque u, — 4o, la suite (un> n’est pas décroissante. Il existe donc ng € N tel que up,+1 > uy,.
n—s—oo n>0 0 0
Nous allons maintenant montrer par récurrence que pour tout n > ng, On a u, 1 > uy,.
* La propriété est vraie pour n = ny.

e Si la propriété est vraie pour un n € N tel que n > ng, on a

Upip = (n—l—l)-thH = Vn+tu, =ty .

Ce qui montre que la propriété est vraie pour le rang n+ 1. Nous avons donc montré que la suite

(”">n> o est croissante a partir du rang ng.

(3). Trouver un équivalent simple de u,, quand n tend vers +oo.

Considérons le polynome P,(X) = X> — X —n.

1 -1 +4n 1+ /T +4n

Les racines de P, sont X; = — >0et X . D’autre part, pour n > ng, on a
Py(up+1) = uﬁﬂ — U1 —n=(n+uy) —ups1 —n=—(ty+1 —u,) < 0. Il en résulte que

1—+v1+4n 1++v1+4+4n

— <uppr < 5

Ainsi, pour n > ng, on a 0 < upy <

1+v1+44
%. Donc, uy1 = D(ﬁ) = o(n) et par décalage

d’indice, u, = 0<n — 1> =0 <n> On conclut que u, o~ N

o0

—_—

(4). Soit a € |0, +oo fixé. On a a, = —z . D’apres le critere de Riemann et le théoréme d’équi-

—_— ~Y
ugd n—+e 2
PN . (. 1 : .o s s o
valence pour les séries a termes positifs, la série E —, converge si, et seulement si > > 1 c’est-a-dire
n>1"n
o>2.

, ol e B B - (P
(5). Soit B € ]0, +oo[ fixé. On a u, >0, unm0(carunm+ et B > 0) et la suite (un>n2no est

décroissante(car (un) ., est croissante).
0

n>n

C

Donc, d’apres le critere des séries altnernées, la série E o
u
n>1 n

est convergente.




1 ChapitreZ 1

SUITES ET SERIES DE FONCTIONS

En passant des suites et séries numériques aux suites et séries de fonctions, on ne manipule plus des nombres
mais des fonctions. L’étude des suites et séries numériques faites dans le chapitre précédent sert de facon
permanente.

Dans tout ce chapitre, K désigne indifféremment R ou C.

2.1 Suites de fonctions

2.1.1 Convergence simple et convergence uniforme

Soient X un sous-ensemble non vide de K. Une suite de fonctions de X dans K est la donnée, pour tout n
d’une application f;, : X — K. On notera ( f,,)n ou ( fn) la suite de fonctions.

La question qui se pose maintenant est la suivante :

Question. Peut-on parler de la convergence de la suite ( f">n de la méme facon qu’on parle de convergence

d’une suite numérique ?

Nous allons voir que I’on peut donner au terme "convergence" plusieurs sens; on dit qu’il y a plusieurs

"mode de convergence" de la suite ( f">n‘

Définition 2.1.1. On dit que la suite ( f,,)n converge simplement si, pour tout x € X, la suite numérique ( a (x))n

est convergente. Dans ce cas, pour tout x € X, on peut poser f(x) := gl}rl fn(x), ce qui définit une fonction
n oo

f: X — K appelée limite simple de la suite ( f">n et on dit que la suite ( f">n converge simplement vers f.

Le fait que ( f")n converge simplement vers f se traduit ainsi :
Vx e X, Ve >0, IN(x,e) €N tel que Vn > N(x,¢€), [fu(x) — f(x)| <e. (2.1.1)

0 si |x|<1
Exemple 2.1.2. Soit f,,: | — 1, 1] — R définie par f,(x) =x". On a L“E X'=
n oo
1 si x=1

Dong, la suite < Iu (x))n converge simplement sur | — 1, 1 | vers la fonction f définie par

0 si |x<1
flx) =

1 si x=1.

Remarquer que dans I’exemple ci-dessus, chaque f, est une fonction continue tandis que la fonction f ne

Iest pas. Autrement dit, cet exemple nous montre que la limite simple d’une suite de fonctions continues n’est

18



19 2.1. Suites de fonctions

pas nécessairement continue c’est-a-dire encore que la convergence simple d’une suite de fonctions continues
n’entraine pas naturellement la continuité de la limite.

Ce probléme nous conduit a introduire une notion plus forte, c’est la convergence uniforme.

Définition 2.1.3. On dit que la suite ( f”>n converge uniformément (c.u.) vers f: X — E si

Ve >0, IN(e) e N telque Vn > N(g), Vxe X, |fu(x) —f(x)| <€ (2.1.2)
ce qui équivaut a
Ve >0, AN(e) e N tel que Vn > N(¢g), sup|fn(x) — f(x)| < €. (2.1.3)
xeX

Noter bien le changement de place de "Vx € X" dans les relations (2.1.1)) et (2.1.2).
La condition (2.1.3)) veut dire aussi la suite (yn)n de nombres réels définie par ¥, = sup |f,(x) — f(x)| tend
xeX

vers 0 quand n tend vers +oco.

Exemple 2.1.4. Soit f,, : [—a, a] — R définie par f,(x) = x" avec 0 < a < 1. D’apres Exemple[2.1.2} la suite
( f">n converge simplement sur [—a, a] vers la fonction f(x) =0car0 < a < 1.
Etudions maintenant la convergence uniforme. On cherche le maximum de | f,,(x) — f(x)| = | fu(x)| sur [—a, a].

Ona sup |fu(x)|= sup [x"|=ad"et lim a" =0, ce qui montre que la suite ( fn) converge uniformément
x€[—a,d] x€[—a,d] nere "
vers O sur [—a, a] avec 0 < a < 1.

Théoreme 2.1.5. Si la suite de fonctions ( f”‘)n converge uniformément sur X vers une fonction f, elle converge

simplement sur X vers f.

Preuve. Soit o € X. Alors, pour tout n, ona 0 < |f,,(&) — f(a)| < sup|fu(x) — f(x)].
xeX

Le théoreme des gendarmes montre alors que la suite numérique (] fola)—f (Oc)|)n converge vers 0 donc
(fn(a))n converge vers f(Q). O
Dans la pratique, 1’étude d’une suite de fonction se fait en deux étapes :
(1). On fixe x € X et étudier la suite numérique ( fn (x))n, ce qui détermine la limite simple f.
(2). On étudie la suite (Oc,,)n définie par oy, = sup |f,,(x) — f(x)].
xeX
Si lim o, =0, la suite ( fn> converge uniformément sur X vers f.
n—-+oo n

Il existe un critere de Cauchy pour la convergence uniforme d’une suite de fonctions. Comme dans le cas d’une
suite numérique, 1’utilité de ce critere est qu’il permet de montrer la convergence uniforme sans connaitre

explicitement la limite simple.

Théoreme 2.1.6 (Critere de Cauchy uniforme). La suite ( f,,)n de fonctions de X dans K converge uniformément

si, et seulement si
Ve >0, IN(g) € N tel que Yp > N(g) et Vg>N(g), Vxe X, ona |f,(x)— fy(x)| <e. (2.1.4)

Preuve. Supposons que ( f”)n converge uniformément vers une fonction f : X — E. Montrons qu’elle vérifie

la condition (2.1.4).

Soit € > 0. Il existe N(€) € N tel que pour tout n > N(¢€) et tout x € X, on a |f,(x) — f(x)| < €. Soient p et g
deux entiers tels que p > N(€) et ¢ > N(€). Pour tout x € X, on a

[fp () = fo ()| = [fp () = £ () + f () = o ()| < [ (1) = f o) + [ (x) = fo ()| < 2¢.
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Donc ( f,,)n vérifie la condition (2.1.4).

Réciproquement, supposons que la suite ( f,,)n vérifie la condition (2.1.4). Soit x € X fixé. La suite numé-
rique ( I (x))n est donc une suite de Cauchy et comme K est complet, elle converge. Notons f(x) sa limite.
Nous définissons ainsi une fonction f : X — K, qui est limite simple de la suite ( f">n‘ Il nous reste a montrer
que la suite ( f")n converge uniformément vers f. Soit € > 0. Par hypothese, il existe N (&) tel que si p > N(€)
etg > N(g),ona|f,(x)— fy(x)| < e. Fixons p > N et x € X. Faisons tendre ¢ vers +oo dans (2.1.4), de sorte
que qE‘Ew fy(x) = f(x). Puisque I’application ¢ — |¢| est continue, il vient : |f,(x) — f(x)| < € et cette inégalité

est vraie pour tout p > N et tout x € X. Ce qui établit la convergence uniforme de la suite ( f,,)n vers f. 0
Proposition 2.1.7. Soit ( f">n une suite de fonctions définies sur X et f: X — K une fonction. La suite ( f">n
converge uniformément vers f sur X si, et seulement si

e il existe ng € N tel que pour tout n > ny, f,, — f soit bornée sur X et

¢ sup|fu(x) = f(¥)| —2 0.

x€X n—y+oo

Corollaire 2.1.8. Soit ( f")n une suite de fonctions définies sur X. On suppose que
(1). pour tout n € N, la fonction f, est bornée sur X et
(2). la suite (f,,)n converge uniformément vers f sur X.

Alors la fonction f est bornée sur X.

Proposition 2.1.9. Soient ( f,,)n une suite de fonctions définies et bornées sur X et f: X — K une fonction

bornée. Alors (f,,)n converge uniformément vers f sur X si, et seulement si sup | f,,(x) — f(x)| — 0.
xeX n—boo

2.1.2 Convergence compacte

Une suite ( f,,)n de fonctions définies sur X, peut converger simplement vers f sur X et uniformément vers
f sur une ou toute partie Y strictement contenue dans X.

On peut introduire une notion de convergence uniforme sur les fermés de X, par exemple.

Définition 2.1.10. On dit qu’une suite ( f,,)n de fonctions définies sur X converge compactement vers f si elle

converge uniformément vers f sur toute partie compacte K de X ; cela se traduit par

VK (compact) C X, Ve >0, IN(¢) tel que Vn > N(¢), et Vx € K, on it |f,(x) — f(x)| <e.

Le théoréme suivant donne la relation entre la convergence simple, la convergence compacte et la conver-
gence uniforme.
Théoreme 2.1.11. Soit (fn)n une suite de fonctions définies sur X. Alors
(1). Si ( f,,)n converge uniformément sur X, elle y converge compactement,
(2). Si ( f">n converge compactement sur X, elle y converge simplement.

En résumé, on a : Convergence uniforme =—> Convergence compacte =—> Convergence simple.
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2.1.3 Limite d’une suite de fonctions continues

Le premier intérét de la convergence compcte et donc la convergence uniforme est qu’elle conserve la

continuité.

Théoreme 2.1.12. Soit ( f”>n une suite de fonctions définies et continues sur une partie X de K. Si la suite

( f">n converge compactement vers f sur X, la limite f est continue.

Preuve. Soit oc € X. Montrons que f est continue en ¢ c’est-a-dire

Ve>0,3n >0, telquesi [x—oa|<m, ona |f(x)—f(a) <e.

Soient alors € > 0 et K un voisinage compact de «.
* Puisque ( f")n converge uniformément vers f sur K, il existe N(€) € N tel que pour tout n > N(€) et
. £
pour tout x € K, on ait | f,(x) — f(x)] < 3

* Pour n > N(¢) fixé, puisque chaque f, est continue en ¢ (car chaque f;, est continue sur X), il existe

£
n > 0 tel que si [x — o&t| < M, on ait | f,,(x) — fu(0t)| < 3

D’ou
1700 = F(@)] = [£0) = () + () — fu() + fu (@)~ £ ()
< &) = ful) |+ [fa(x) = falo) |+ [ fu(a) — f) < &.
pour tout n > N(g) etx € KN[a — 1, a+1n]. Donc, f est continue en o. O

Puisque la convergence uniforme entraine la convergence compacte, le Théoreme [2.1.12] reste vrai si on
remplace I’hypothese “converge compactement vers f par “converge uniformément vers f°.
Corollaire 2.1.13. Soient A une partie de R, o € A et ( f”)n une suite de fonctions de A dans K telle que
(1). ( f,,)n converge uniformément sur A vers une fonction f,

(2). pour tout n, )}gm{len(x) =0, < tooet

(3). ngrfwﬁn =/ (finie ou non).
Alors Tim f(x) = L. Autrement dit, lim (ngI}_lw fal®)) = Jlim (tim £,(x))-

Ce résultat peut servir pour montrer que la convergence n’est pas uniforme, en utilisant la contraposée c’est-

a-dire si chaque f;, est continue mais la limite simple f ne I’est pas alors la convergence n’est pas uniforme.

2.1.4 Convergence uniforme et intégrabilité sur un segment de la limite

Les théoréemes suivants montrent que la propriété d’intégrabilité est transmise par la convergence uniforme.

Théoreme 2.1.14. Soit ( fn)n une suite de fonctions continues sur [a, b| qui converge uniformément sur |a , b]

vers une fonction f. Pour tout n et tout x € |a, b, on pose
Fyx) = / fl)dt et F(x)— / Fl)d.

Alors la suite <F”>n converge uniformément vers f sur [a, D).
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Preuve. Remarquons que f est continue sur [a, b] donc intégrable. Soit maintenant € > 0. Alors, il existe
N(e) € N tel que pour tout € [a, b] et tout n > N(€), on ait |f,(t) — f(¢)| < €.
Alors pour tout x € [a, b] et toutn > N(€), on a

R~ F @) =| [ ()= @)ar| < [ 14,0) = f0)]ar < e(6—a).

Ce qui montre que <F”>n converge uniformément vers F sur [a, D). O
En fait, le Théoreme [2.1.14|reste vrai si on rempace I’hypothese "continue" par "intégrable".

Théoreme 2.1.15. Soit ( fn)n une suite de fonctions intégrables sur l'intervalle [a, D] et a valeurs dans K. Si

( f”>n converge uniformément vers f, la fonction f est intégrable sur [a, b] et on a

b
/ hm  falt dt—nng[l Su(t)dt

Preuve. Rappelons qu’une fonction f définie sur un intervalle [a, b], a valeurs réelles ou complexes est inté-

grables si pour tout € > 0, il existe deux fonctions en escalier ¢ et y telles que
(1. Vx € [a,b], |f(x) —o(x)| < w(x),
b
(). / y(t)dt < €
a

Soit € > 0. Puisuqge ( f">n converge uniformément vers f, il existe N(€) € N tel que Vn > N(¢g) et Vx € [a, D],

ona |f,(x) — f(x)| < € c’est-a-dire pour tout x € [a, b], on a

Ive) () —& < f(x) < fvge) + & (2.1.5)
D’autre part, puisque fy ) est intégrable, il existe de deux fonctions en escalier ¢ et y telles que
(D). vx € la,bl, |f(x) - @(x)| < y(x),
(). /ab y(t)dt < €

Soient @ = ¢ — g et y = Y+ &£. Il est clair que P et y sont des fonctions en escalier vérifiant :

(1). Vx€la,b], |f(x) —®(x)| < x(x),

b
Q). / x(t)dt <e(1+(b—a))
Donc f est intégrable sur [a, b]. O

Théoréme 2.1.16. Soit ( fn)n une suite de fonctions intégrables sur [a, b] qui converge uniformément sur |a, b]

vers une fonction f. Pour tout n et tout x € [a, b|, on pose

@:[ﬁmmetF@ZL?@m

Alors la suite (F”)n converge uniformément vers f sur [a, b).

Preuve. Reprendre la démonstration du Théoreme [2.1.14] O

En fait, le Théoreme|[2.1.14{et le Théoreme|2.1.16|permettent d’intervertir lim et / . Dans la pratique, on se

sert du théoréme suivant

Théoreme 2.1.17. Soit ( f")n de fonctions continues (ou intégrables) sur l'intervalle |a, b] et a valeurs dans

K. Si ( f")n converge uniformément vers vers une fonction f, la fonction f est intégrable sur |a, b] et on a

b
/a Jim_fy(0dr = tim_ [ £, (0
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2.1.5 Convergence uniforme et intégrabilité sur un intervalle quelconque de la limite

Dans ce paragraphe, les fonctions considérées sont des fonctions de la variable réelle.

Théoreme 2.1.18 (Théoréme de la convergence dominée). Soit ( f")n une suite de fonctions définies sur un

intervalle I et a valeurs dans K. On suppose que
* pour tout n € N, f, est continue par morceaux sur 1,
* la suite ( f")n converge simplement sur I vers une fonction f,
* la fonction f est continue par morceaux sur I et

* il existe une fonction ¢: 1 — R continue par morceaux sur I, positive et intégrable sur I telle que

pour tout n € N et tout x € I, on ait | f,(x)| < @(x).
Alors
* pour tout n €N, f, est intégrable sur I,

* la fonction f est intégrable sur I et

. /Ifn(t)dt m/lf(t)dtc’est-d—dire ngrfoo/,f”(t)dt:/,f(t)dt'

Proposition 2.1.19. Soient I un intervalle borné de R et ( fn>” une suite de fonctions définies sur I et a valeurs

dans K. On suppose que
* pour tout n € N, f,, est continue et intégrable sur I,
* la suite ( f">n converge uniformément sur I vers une fonction f.

Alors

* la fonction f est continue et intégrable sur I et

. /Ifn(t)dt ————)/If(t)dtc’est-d-dire ngrfm/lfn(t)dt:/lf(t)dt.

n——+oo

2.1.6 Convergence uniforme et dérivabilité de la limite

Théoreme 2.1.20. Soient I un intervalle de R et ( f”)n une suite de fonctions définies et dérivable sur I. On

suppose que
(1). il existe ty € I tel que la suite numérique ( Ja (to))n converge et
(2). la suite des dérivées ( ﬂl)n converge uniformément vers g sur tout segment [a, b] C I.

Alors la suite ( f”)n converge uniformément sur tout segment [a, b] C I vers une fonction dérivable f telle que

() = g(t) pour tout t € I.
!
On peut alors écrire, pour tout t € |a, b], f/(t) = { lim fn(t)} = lim frlz(t)

n— o0 n——+oo

Preuve. Soit [a, b] C I tel que ty € [a, b] et € > 0. On peut alors écrire le critére de Cauchy uniforme pour la
suite (f,’l)n sur [a, b]. Donc, il existe N(€) € N tel que si p,q > N(€), on a pour tout ¢ € [a, b],
E

£ £0)] < o—a) (2.1.6)
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Pour chaque couple (p,q) € N x N tel que p,q > N(¢€), appliquons le théoréme des accroissement finis en 7 a

la fonction f, — f,. On a pour tout € [a, b,

1o (0) = £a(0] = [£olt0) = fo(t0)]| < V—mEmﬂf — (1)
S S
< ]t—to\m<§

Donc pour tout ¢ € [a, b],on a
Fol0) = Fal0)] < |Folt0) = falto) |+ 5

Puisque la suite numérique ( In (t0)>n est convergente, elle est de Cauchy. Donc il existe M € N tel que
. €
S1 panMv on a ‘fp(t())_fq(t())|§§~

On en déduit que

si p,quax{N, M}, ona |f,(r)— =¢€.

(1) < 2 2
Ce qui prouve que la suite ( f,,)n converge uniformément sur [a, b]. On note f sa limite.
En reprenant la formule des accroissements finis ci-dessus en un point ¢; € [a, b], si p,g > N, on a pour tout
t#t€la,bl,

fo() = fo(@) _ fo(tr) = f4(11)

t—n t—nh

_ o) = fp(t1) — fo(t) — fo(t1) < ¢
t—1 t—n ~ 2(b—a)

(2.1.7)

Considérons maintenant la suite de fonctions ((pn>n définie pour tout n € N par

Jalt) = fu(11)

r—n

si t#£1n

@) si t=1.

Les relations (2.1.6) et (2.1.7) montrent que la suite ((p,,)n converge uniformément sur [a, b]. Notons ¢ sa
limite.
La suite <(P”>n est une suite de fonctions continues en ¢ car par hypothese, les f,, sont dérivables en #;. Donc

on peut écrire

fim ) = Jig =L ) = g,

En appliquant le Théoréme on voit que la limite ¢ de la suite ((pn>n est continue en #; et que
wm—am—mgw—g&@ﬁQZWﬂ—mpmﬁQlM)1%mth
On en déduit que la dérivée de f en 1, existe et vaut /(1) = g(r) = ngrfw fi(t).
Puisque ceci est vraie pour tout ¢, € [a, b|, ceci prouve que f est dérivable sur [a, b] et que sa dérivée est la
limite de la suit ( f,’l)n c’est-a-dire g = f’.
Comme [a, b] a été choisi arbitrairement, le raisonnement précédent prouve que la suite ( f,,)n converge

uniformément sur tout segment [a, b] de I contenant #, et par suite sur / tout entier. O
On utilisera beaucoup le cas particulier du Théoreéme [2.1.20] suivant

Corollaire 2.1.21. Si la suite ( f")n converge simplement sur I vers une fonction f et si la suite ( f,g)n converge
uniformément sur tout segment |a, b] C I vers une fonction g, alors la fonction f est dérivable et f' = g. De

plus, la convergence de la suite ( f”)n est uniforme sur tout segment [a, b|.
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Meéthodes a retenir pour étudier une suite de fonctions

Voici un petit resumé pour étudier une suite de fonctions.

1). Pour étudier les convergences d’une suite de fonctions , on commence en général par étudier la
n n

convergence simple, puis étudier la convergence uniforme.

(2). Pour étudier la convergence simple de ( f”)n’ on fixe x € X et étudier la convergence de la suite numérique
(fn (x))n. Cela détermine la limite simple f de la suite (f”>n‘
(3). Poue étudier la convergence uniforme d’une suite de fonctions ( f”)n qui déja converge simplement vers

une fonction f,

*  voir si a partir d’un certain rang, f, — f est bornée et si c’est le cas, on a

c.u. . .
In — fsi, et seulement si ;ch() | fu(x) = f(2)] —= 0.

*  Pourévaluer sup|f,(x) — f(x)|, on étudie les variations de la fonction g, définie par g, (x) = | f,(x) — f(x)]-
xeX

* Si on veut montrer que f, ~C—M+—+ f et si sup|fy(x) — f(x)| ne parait pas aisément calculable, on
n—re xeX

essaie de majorer sup | f,(x) — f(x)| par une suite numérique plus simple tendant vers 0.
xeX

* Si on veut montrer que f, 7/% f et si sup|fu(x) — f(x)| ne parait pas aisément calculable,
e xeX

on essaie de trouver une suite (xn)neN C X telle que ( fn— f) (x) /T 0 et on déduira que
n oo

supl fu(x) — f(x)] /0.
xeX

2.2 Séries de fonctions

Définition 2.2.1. Soit ( f")n une suite de fonctions définies sur un domaine X et a valeurs dans K =R ou C.

On considére une nouvelle suite (S”>n de fonctions définies sur X par S, (x) = fo(x) + f2(x) + - + fu(x).

On appelle série de fonctions de terme général f;, et on note (par abus de notation) Z fn, lasuite (( fns S ,,) )nd’éléments
de K x K.

L’éléments S, (x) de K est appelé la somme des (n+ 1) premiers termes de la série Z fn et la suite (S”>n est

appelée la suite des sommes partielles de la série.

2.2.1 Les différents modes de convergence

Définition 2.2.2 (Convergence simple : C.S.). On dit que la série de fonctions Z [ converge simplement si
la suite de fonctions (S,,)n converge simplement. C’est-a-dire , si pour tout x € X, la suie numérique (S,, (x))n
est convergente. Dans ce cas, on peut définir une fonction S : X — K. La fonction $ ainsi définie est appelée
la somme de la série de fonctions.

Si la série de fonctions Z fn converge simplement, la suite (rn)n définie par r,(x) = S(x) — S,,(x), pour
tout x € X et tout n € N, s’appelle le reste d’ordre n de la série de terme général f,.

Le fait que la série de fonctions Z [ converge simplement vers S se traduit ainsi
Vxe X, Ve >0, IN(x,e) €N tel que Vn>N(x,€), ona [S,(x)—S(x)| <e.

Définition 2.2.3 (Convergence absolue : C.A.). On dit que la série de fonctions Z fn converge si la série de

fonctions Z | fn| converge simplement.
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Définition 2.2.4 (Convergence uniforme : C.U.). On dit que la série de fonctions Z fn converge uniformément

vers S sur X si la suite de fonctions (S,,)n converge uniformément vers S sur X. Cela s’écrit :
Ve >0, 3N(e) €N telque Vn > N(g), Vx€ X, ona [S,(x)—S(x)| <e.

C’est-a-dire

Ve >0, IN(e) € N tel que Vn > N(g), ona sup|S,(x)—S(x)| <e.

xeX

Définition 2.2.5 (Convergence absolue uniforme : C.A.U.). On dit que la série de fonctions Z fn converge

absolument uniformément sur X si la série ) _|f,| converge uniformément sur X.

11 existe un critere de Cauchy, qui permet de tester la convergence uniforme d’une série de fonctions sans

connaitre sa somme.
Théoreme 2.2.6. Une série de fonctions E fn converge uniformément sur X si, et seulement si

Ve>0,3NeN telquesi p>N et >N, ona sup|S,(x)—S,(x)| <e.
xeX

Comme dans le cas des suites de fonctions, le critére de Cauchy uniforme a un corollaire, que 1’on utilise

beaucoup par sa contraposée, pour montrer qu’une série de fonctions ne converge pas uniformément.

Corollaire 2.2.7. Si la série de fonctions Z fn converge uniformément sur X, on a sup| f,(x)| — 0.
xeX n—roeo

Preuve. On asup|f,(x)| =sup|S,(x) —S,—1(x)|. En appliquant le critére de Cauchy uniforme, on a le résultat.
xeX xeX
O

Définition 2.2.8 (Semi-convergence simple : S.C.S.). On dit que la série de fonctions Z [ est semi-convergente
simplement sur X si elle converge simplement sans converger absolument. C’est-a-dire la série de fonctions
Z fn est semi-convergente simplement si elle converge simplement tandis que la série de fonctions Z | fn| ne

converge pas simplement.

Définition 2.2.9 (Semi-convergence uniforme : S.C.S.). On dit que la série de fonctions Z fn est semi-
convergente uniformément sur X si elle converge uniformémént sur X sans converger absolument et unifor-
mément. C’est-a-dire la série de fonctions Z [ est semi-convergente uniformément si elle converge unifor-

mément tandis que la série de fonctions E | fu| ne converge pas uniformément.

Définition 2.2.10 (Convergence compacte : C.C.). Une série de fonctions Z fn converge compactement sur X

si elle converge uniformément sur tout sous-ensemble compact de X.

On a, pour les séries de fonctions, une autre notion de convergence, qui est plus forte que la convergence

uniforme et souvent facile a vérifier : la convergence normale.

Définition 2.2.11. On dit que la série de fonctions Z fn converge normalement sur X s’il existe une série
numérique a termes positifs Zan telle que :

(1). VneNetVxe X,ona|f,(x)| <a,et

(2). la série Z a, est convergente.

On peut reformuler la Définition [2.2.11| précédente comme suit :
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Définition 2.2.12. Une série de fonctions Z f» est normalement convergente si la série numérique de terme

général a, = sup|f,(x)| est convergente.
xeX

La relation entre ces différentes types de convergence est résumée dans le théoréme suivant

Théoreme 2.2.13.

CN. = CA. = CS

CcU - C.C.

Preuve. Soit Z fn une série de fonctions définies sur X.

M.

2).

3).
4).

C.A. = C.S. : Posons S,(x) = zn:fk(x) et o,(x) = Zn: | fe(x)].
k=0 k=0

Pour tout n € N, on a |S,(x)| < o0,(x). Par hypothese, la suite (Gn)n est convergente donc elle vérifie

le critere de Cauchy : Ve > 0, Vx € X, 3N<x, 8) tel que Vn > N, Vm > N, on a |0, (x) — 0,y(x)| < €.

m m
Supposons m > n. On a [S,(x) — S, (x)| = Z fi(x)] < Z | fe(x)] = Om(x) — 0n(x) < € et la suite
k=n-+1 k=n+1
(S,, (x)) vérifie le critere de Cauchy donc elle converge pour tout x € X.

C.N.= C.A. : Pour chaque x fixé, on a |f,(x)| < o,. La série Z o, est convergente et par le théoréme

de comparaison, on déduit que Z

fn(x)| converge.
CU =C.C.=C.S.etS.C.U.= S.C.S.: Appliquer leThéoreme|2.1.11|a la suite de fonctions (S,,)n.

C.N.= C.U. : Nous allons montrer qu’elle vérifie le critere de Cauchy pour les séries de fonctions. Par

hypothese, il existe une série numérique a termes positifs Zan telle que :

sup|fu(x)| <a, pourtout neN et Zan est convergente.
xeX

Soit € > 0. Puisque Z a, est convergente, elle satisfait au critere de Cauchy. Il existe ainsi N € N tel que

p
Z ap <€ pourtous p>qg>N

k=q+1
P
Onaalors »  sup|fi(x)| <& pourtous p>g>N.
k=g+1 xeX
p p
D’autre part, I’inégalité triangulaire donne, pour tous p > g > N : sup Z S < Z sup | fx(x)].
YEX \p=g+1 k=q+1%€X

Il s’ensuit que sup
xeX

critere de Cauchy.

p
> filx)

k=g+1

< € pour tous p > g > N. Donc, la série de fonctions Z fn vérifie le
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2.2.2 Critere de convergence des séries de fonctions
Convergence simple

Pour chaque x fixé, f,(x) est le terme général d’une série numérique. On peut donc utiliser les critéres de

fn+l(x) u 1m
ey ow Jim /)

d’Alembert ou de Cauchy c’est-a-dire étudier lim ou le Théoreme [1.4.8si la

n—y—+oo

série ne converge pas absolument.

Convergence uniforme

On peut utiliser le critere de Cauchy uniforme pour la suite <S”)n pour avoir le critere de Cauchy uniforme

pour la série dde fonctions Z fo:
Ve >0, AN(g); VxeX,Vn>N,Ym>N (m>n), ona |fpi1(x)+ fus2(x)+---+ fin(x)| < e.

Le critere de Cauchy uniforme est une condition nécessaire et suffisante pour obtenir la convergence uniforme

MALIS il est peu pratique. On a le théoréme suivant :

Théoreme 2.2.14. Soit Z [n une série de fonctions définies sur X et a valeurs dans K. On suppose qu’il existe
une série numérique Z oy, convergente telle que pour tout n € N et pour tout x €Y C X, on a |f,(x)| < o,

Alors la série E fa converge uniformément surY.

Semi-convergence uniforme
Théoreme 2.2.15 (Abel - uniforme). Soit (an>n une suite de fonctions réelles ou complexes définies sur X et
()L”)n une suite de fonctions strictement positives. On suppose que :

(1). pour chaque x € X, la suite ()Ln (x))n est décroissante,

(2). la suite (),,, (x))n tend uniformément vers 0 quad n tend oo,

(3). pour tout x € X et pour tout n € N, il existe une constante M, indépendante de x et de n, telle que
n
Zak(x) <M
k=0

Alors la série de fonctions E Anay, converge uniformément.

Les propriétés que nous avons vues pour les limites uniformes des suites de fonctions ont une traduction

pour les éries de fonctions uniformément convergentes.

2.2.3 Convergence uniforme et continuité de la somme

Théoreme 2.2.16. Soit Z fn une série de fonctions qui converge uniformément sur X et a pour somme la

fonction S. Si pour chaque n € N, la fonction f, est continue en xo € X, la somme S est aussi continue en xo.
—+oo oo
On peut alors écrire S(xp) = xlggclo Z% Sfa(x) = Z;) fn(x0) Z lim f,(x
n= n=

x—)xo

Plus généralement, si chaque f, est continue sur X et si la série g [fn converge uniformément sur X, la somme

S est aussi continue sur X.

Preuve. On applique le Théoréme [2.1.12f a la suite (S”>n des sommes partielles de la série Z fu, qui sont

continues comme sommes finies de fonctions continues. O
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2.2.4 Convergence uniforme et dérivabilité de la somme
Théoreme 2.2.17. Soit Z [fn une série de fonctions dérivables sur un intervalle I telle que
(1). Il existe xy € I tel que la série numérique Z Ju(x0) soit convergente,
(2). La série des dérivées Z fo, converge uniformément sur tout sous-intervalle borné de I vers o.

Alors la série de fonctions E fn converge uniformément sur tout sous-intervalle borné de I et a pour somme

oo " 4w
une fonction dérivable S telle que S' = ©. On peut alors écrire : S'(x) = (Z fn (x)) = Zf,; (x).
n=0 n=0

Preuve. 11 suffit d’appliquer le Théoreme [2.1.20|a la suite <S”)n des sommes partielles de la série Z S qui

sont dérivables comme sommes finies de fonctions dérivables. 0
Dans la pratique, on utilise souvent le corollaire suivant :

Corollaire 2.2.18. Si Z [ est une série de fonctions dérivales sur I qui converge simplement et a pour somme
la fonction S et si la série des dérivées Z f, converge uniformément sur tout sous-intervalle borné de I et a

pour somme la fonction o alors S est dérivable et on a §' = & sur I.

2.2.5 Convergence uniforme et intégrabilité de la somme

Théoreme 2.2.19. Soit Z fn une série de fonctions définies et continues sur |a, b] qui converge uniformé-

b
ment sur [a, b] et a pour somme S. Alors la série numérique Z / fn(t)dt est convergente et a pour somme
b b + b b [reo
/ S(t)dt. On peut alors écrire / S(t)dt = Z fu(t)dt = / an(t) dr.
a a n=0"4 4 [h=0

Il peut arriver que la convergence normale ne fonctionne pas pour certaines séries de fonction. Le théoréme

suivant est un outil pour montrer la convergence uniforme :
Théoreme 2.2.20 (Abel-Dirichlet). Soit Z fn une série de fonctions définies sur un ensemble X telle que
fn = &,vy, ott les suites de fonctions (en)n et (vn)n satisfont aux propriétés suivantes :

(1). Pourtoutx € X,ona:0<g1(x) <gx),

(2). La suite de fonctions (en)n converge uniformément vers la fonction nulle,

(3). 1l existe un réel A > 0 tel que pour tout n € N et tout x € X, on a |vo(x) +vi(x) +--- +v,(x)| <A.

Alors la série de fonctions E [fu converge uniformément sur X.

2.3 Exercices

T
Exercice 2.3.1. Soient [ = {0, 5} et fu la fonction définie par f,(x) = (sinx)ncosx. Etudier la convergence

simple et uniforme de la suite de fonctions ( f")n sur /.

sinx

Exercice 2.3.2. Soit I = [0, x]. On définit, pour n > 1,la fonction f, par f,(0) = 1 et f,,(x) = ﬁ
x(I+nx

(1). Etudier la convergence simple et uniforme de la suite ( f”)n’

(2). Soit ¢ € |0,  |. Etudier la convergence uniforme de la suite ( f")n sur [, 7.
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Exercice 2.3.3. On définit, pour n > 1, la fonction f, par f,(x) = \/n cosx(sinx)n.

T
(1). Etudier la convergence simple de la suite ( f">n sur |0, 1k On note f la limite simple quand elle existe.

(2). Calculer hm / 2 t)dt et / 2

T
(3). La suite ( f”)n converge-t-elle uniformément sur {0, 5} ?

n

Exercice 2.3.4. Soit € R. On définit, pour n > 1 etx € [0, 1] la fonction f, par f,(x) = x—ae*’”‘.
n

(1). Déterminer, pour f € Retx € [0, 1], grf nP £, (x).
n 1)

(2). Etudier la convergence simple de la série Z Ja-
n>1

(3). Pour quelle valeur(s) de & a-t-on convergence normale sur [0, 1] ?

= ln(n +e™ >
Exercice 2.3.5. Soit la fonction f: x+— Y ———=.

n=1 I’l

(1). Montrer que f est bien définie sur R.
(2). Montrer que f est continue sur R.

(3). La fonction f est-elle de classe €' sur R ?

Exercice 2.3.6. Soit / un intervalle de R, k € R, ( f”)n une suite de fonctions définies sur / et f: I — R une
fonction. Montrer que si la suite ( f”)n converge simplement vers f sur / et si pour tout n € N, f,, est croissante

(resp. convexe, resp. k—lipschitzienne), la fonction f est croissante (resp. convexe, resp. k—lipschitzienne).

Exercice 2.3.7. Déterminer les limites suivantes :

) too o ) teo oy
lim sdx, et lim ————dx.
n—4e Jo  14x n—+e [1 nxc 4 e*

2.4 Corrigés des exercices

Exercice 2.3.1, Soient I = {O, g} et f, la fonction définie par f,(x) = (sinx)ncosx.

(1). Convergence simple : Soit x € /. On a
T
* Six=0oux= 5 fn(x) =0 pour tout n € N. Il s’ensuit que ngrrl Sfa(x)=0.
n oo

« Sixe]o0, [ (fn( ))n est une suite géométrique de raison g = sinx. De plus, [sinx| < 1. Donc,

lim_f,() =0,

n——o0

Conclusion : La suite de fonctions ( f,,)n converge simplement sur / vers la fonction nulle.

(2). Convergence uniforme : Pour tout n € N, on a f, (0) =fu (g) =0 et f, est positive. Pour tout x € I,
ona f)(x) = (sinx)n_1 (n cos?x — sin2x> = (sinx)n_1 (\/ﬁcosx — sinx) <\/ﬁcosx+ sinx) et
o (sinx)ni1 =0 si, et seulement si x = 0,
. <\/ﬁcosx - sinx) (ﬁcosx—k sinx) =0 si, et seulement si x = arctan /n,

e 0< (\/ﬁcosx — sinx) (\/ﬁcosx—F sinx) si, et seulement si x < arctan /n.




31 2.4. Corrigés des exercices

= |sinx,|" cosx, < cosx, = cos (arctan \/ﬁ)

Jaln)

Puisque hrf Xn = et la fonction r — cost est continue, on obtient hrE cosx, = 0 ce qui donne
n—r—+oo n——+oo

Ainsi, | f,,] admet son maximum en x,, = arctan y/n avec

sup | fn(x)] —— 0. Donc, la convergence est uniforme.
x€l n—y—+oo

sinx

Exercice[2.3.2, Soit / = [0, &r]. On définit, pour n > 1,]a fonction f, par f,(0) = 1 et f,(x) = ﬁ
x( I +nx

(1). + Convergence simple : On a LHE f(0)=Tlet LHE fn(x) =0 pour tout x € ]0, 7 ]. Donc, la suite
n e n oo

( f,,)n converge simplement sur / vers la fonction f définie par f(0) =1 et f(x) =0six #0.

*  Convergence uniforme : Pour chaque n € N, on a lir(lgl+ fu(x) =1 = f,(0) c’est-a-dire chaque f,
X—
est une fonction continue.
Puisque chaque f, est continue alors que la fonction f ne I’est pas, la convergence n’est pas uni-

forme.

(2). Soit a € |0, 7 ]. Pour tout x € [a, |, on a 1 +na < 1—|—nx,x<1+nx> < a<1+na) et 0 <sinx <1

Ainsi, pour tout x € [@, w],ona 0 < f,(x) <

m. Il s’ensuit que

sup 1) — £()] = sup |fu)] < ——

x€la, 7] x€la, ) N OC(1+HOC) n—rte

Donc, on a une convergence uniforme sur I’intervalle [0, 7].
Exercicew On définit, pour n > 1, la fonction f, par f,(x) = \/n cosx(sinx)n.

(1). Pour x € [0, [, on a |sinx| < 1 et par croissances comparées, on obtient glll fn(x) = 0. De plus,
n oo
T T
Ja () = 0. Donc la suite de fonctions ( f”)n converge simplement sur {0, 5} vers la fonction f = 0.

2
b2 T b1

T
). Ona/2 f(t)dtzOet/z fu(t)dt = v pour tout n > 1 Ainsi, lim /2 fn(t)dtzoz/z £(1)dt.
0 0 n+1 n—+o Jo 0

T
(3). La suite ( f">n converge-t-elle uniformément sur {0, 5} ?

Le résultat de (2). ne permet pas de conclure. D’aprés I’Exercice 2.3.1, sup |f,(x)| = fu (x,,) =y, ol

x€ [0, g]
x, = arctan/n. On peut obtenir un équivalent simple de y,. On a
tan’x, =n, cos’x,= ! et sintx, = —
e "4l "on41

Puisque sinx, > 0 et cosx,, > 0, on peut écrire :

: (!

n ]z 1 i G I
=\v/nX |——- X ———=+\/nxe X .
Yn=/n LH—J NS N ES

1
n 1 n 1 1 7§Xﬁ
Commezln(ln+1>n_>rj_w<2>x<n>—2,0naynn_>fj_me .

Finalement, on obtient lirf sup |fu(x)| = —=. Donc la suite de fonctions ( f”)n ne converge pas
n—r—+oo

xe[O,%]

T
%)
2

S -

uniformément vers f sur
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Noter bien que le fait que hm / 2 t)dt = / 2 t)dt ne permet pas de conclure qu’on une convergence

T

uniforme. Le théoréme du cours dit que si la convergence est uniforme, ona lim 2 fa(t)dt=0= / 2

n—y—+oo

MALIS la réciproque est fausse en général comme le montre cet exercice.

x"
Exercice [2.3.4, Soit o € R. On définit, pour n > 1 etx € [0, 1] la fonction f, par f,(x) = —e ™.

n%

(1). Soient B e Retxe€[0,1].O0n a ‘nﬁfn(x)‘ = nP~axe™m < nP=%y" et par croissances comparées, on
obtient 2111 nP f,(x) = 0 pour tout x € [0, 1[. Pour x = 1, on a nf f,(1) = nP %" — 0.
n oo n oo
Donc, 1P f,(x) — 0 pour tout x € [0, 1] et tout B € R.
n—+oo
1 : .
(2). D’apres (1)., on a f,(x) = 0<2> pour tout x € [0, 1]. Donc la série de fonctions Z fn converge
n—y+oo n
n>1
simplement sur [0, 1].
: - . e"
(3). En étudiant les variations de f,, on montre que f, est croissante et sup |f,(x)| = — ="
x€[0,1] n
5 L. L. . ’}/n—i-] 1
D’autre part, la série numérique Z %, est convergente car pour toutn > 0,ona 7y, > 0 et gr}rl ” =-.
n = e
n>1 n
Donc la série de fonctions Z fn converge normalement sur [0, 1] pour tout @ € R.
n>1
+°° 1n <n + ™ )
Exercice [2.3.5] Soit la fonction f: x — Y ———=.
n’
n=1
(1). Lafonction f est définie comme étant la somme d’une série de fonctions. Ainsi, dire que f est bien définie
. | . . In(n+e™) .
équivaut a dire que la série de fonctions de terme général f,(x) = ——5— converge simplement sur
n
R. Pour cela, soit x € R.
: nx nx Inn 1
e Six<0,ona (n+e ) Lo et 1n<n+e ) et Inn. Donc f,(x) e 7 e O\ 2 i
s’ensuit que pour x < 0, la série numérique Z fu(x) converge c’est-a-dire la série de fonctions
n>1
Z fn converge simplement.
n>1
InnIn ( )
: nx ~ nx P _
e Six>0,ona (n+ e ) S . Donc, f,(x) w73 5 et an converge.
n>1
On conclut donc que pour tout x € R, la série de fonctions Z fn converge simplement c’est-a-dire la
n>1
fonction fest bien définie sur R.
(2). Pour chaque n > 1 et la fonction f;, est continue, croissante et positive. D’ autre part, soit & € R. On a, pour
toutn > letxe | —oo, o], |fu(x)| <|fu(a)|. Donc la série de fonctions Z fn converge normalement
n>1
sur | —oo, o | et f est continue sur | —eo, o ]. Puisque a € R est queconque, f est continue sur R.
(3). Pour chaque n > 1, la fonction f; est de classe ¢! sur R. Pour tout x > 0, on a

n enx 1 nx

fn(x)zngx

e
n4 e’

. ) 1
On obtient facilement, 0 < f;(x) < —, pour tout x € R.
n

L . Lo, / “ s, . 2
Donc, la série des dérivées E f, converge normalement et les autres propriétés pour appliquer le théo-
n>1
réme de dérivation sont faciles a vérifier. Donc, f est de classe ¢! sur R.
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Exercice Soit / un intervalle de R, k € R, ( f”)n une suite de fonctions définies sur / et f: I — R une

fonction tel que la suite de fonctions ( f”>n converge simplement vers f sur /.

(1). Supposons que pour tout n € N, f;, soit croissante. Soient x,y € [ tels que x < y. On a, pour tout n € N,
Jfn(x) < fu(y). Puisque ( f,,)n converge simplement vers f, on déduit par passage a la limite quand n tend

vers 4o que f(x) < f(y) c’est-a-dire f est croissante

(2). Supposons que pour tout n € N, f;, soit convexe. Soit A € [0, 1] etx,y € I. On a, pour tout n € N,

fn (Ax—i_ (l - l))’) < Affn(x) + (1 - )L)fn(Y)
Puisque ( f,,)n converge simplement vers f, on déduit par passage a la limite quand # tend vers +oo que
Jn (Ax—l— (1— l)y) <Af(x)+ (1 —=A)f(y) c’est-a-dire f est convexe.
Exercice Calcul intégral.
e_i(’z

(1). Pour n > 1, notons f, la fonction définie sur [ 0, +oo[ par f,(x) = T2 Ona
x

* Pourtoutn > 1, f, est continue sur [0, +oo],

*  Pour x € [0, +oof fixé, ngrfw falx) = i c’est-a-dire la suite ( f")n converge simplement sur

[0, 4oo] vers la fonction f définie par f(x) = T

1

e Pour tout n > 1 et tout x € [0, +oo[, on a |f(x)]| < T2

est

et Iapplication ¢@: x —
1

1+ x2 R oo X2

Ainsi,la suite ( f")n satisfait aux hypothe¢se du Théoréme de la convergence dominée (Théoréme .

14+ x2

continue, positive et intégrable sur [0, +oo[ car

Donc, f intégrable sur [0, 4-oo] et fo(x)dx —— f(x)dx = / dx = =.
0 0

n—+e Jo 1+x2 75
. . T e T
Conclusion : ngrfm , 112 x = 5
(2). Pour n € N, notons f, la fonction définie sur [ 1, +eo[ par f,(x) = + Ona
nx-+e*

* Pourtoutn € N, f, est continue sur [ 1, +oo],

‘ n 1 1
* Pourxe[I,+oof fixé, ona f,(x) = PR . flx)= =2
* La fonction f est continue sur [ 1, +oo[ et
n 1 1
e Pourtoutn>1lettoutx € |1, +oof, = —— < — et I’application ¢: x — — est
n> x €[ 1, +oo, [fu(x)] e =0 pp Qi x—

continue, positive et intégrable sur [0, +oo|.

Ainsi,la suite ( f,,)n satisfait aux hypotheése du Théoréme de la convergence dominée (Théoreme [2.1.18)).

) . +o0 +o0 +oo 1 1 oo
Donc, f intégrable sur [ 1, +oo[ et : fa(x)dx — : f(x)dx —/1 ;dx = {— XL =1.
~+oo
Conclusion : lim 5 dx=1.
n—+e 1 nxs4e*




1 Chapitre 3

SERIES ENTIERES

Tout au long de ce chapitre, K désigne indifféremment R ou C.

3.1 Définition et disque de convergence

Une série entiere est une série de fonctions de la variable réelle ou complexe, d’une forme particuliere. On

désigne par x une variable réelle et par z une variable complexe.

Définition 3.1.1. Soit (an)n une suite d’éléments de K. Une série entiére est une série de fonctions de terme

général u,(z) = a,z". La suite (an)n est appelé coefficients de la série entiere.

Tous les résultats concernant les suites et séries de fonctions peuvent étre utilisés pour étudier les séries
n

entieres, mais la propriété importante consiste en ce que les sommes partielles S,(z) = Za,,z” sont des poly-

k=0
ndmes qui convergent (éventuellement) vers une fonction non polyndmiale.
Exemple 3.1.2. Convergence de quelques séries :
n 1— Zn-&-l 1
(1). Pour la série Zz", onaS,(z) = sz = — si, et seulement si |z] < 1.
1-z 1-z
n>0 k=0
. " u Z z L.
(2). Pour la série Z —,ona nt1(2) = i — 0 pour tout z. Donc, cette série converge pour tout z.
= n! un(z) n+1

Lemme 3.1.3 (Abel). Soit Zanz” une série entiere. S’il existe zp € C\ {0} tel que la suite <|an28|>n soit
n>0
bornée (indépendamment de n), la série Zanzn converge
n>0

* absolument pour tout z tel que |z| < |zo| et

* normalement dans tout disque {Z |2l <klzol 0u 0 <k < 1}.

n
Z . .
Preuve. On a a,7" = anzg<> . Or il existe une constante o telle que pour tout n > 0, |a,z}| < o ce qui
20

n
implique |a,7"| < a

Si |z| < k|zo|, on a |a,7"| < ak” et on a une convergence normale puisque Zk” est convergente. O
n>0

Rayon et disque de convergence
Soit Zanz" une série entiere. Notons & I’ensemble des nombres réels r > 0 tels que la suite (!an] r”)n soit

n>0
bornée. On a toujours 0 € A.

34
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*  Si & est borné, A est une partie non vide et majorée de R donc admet une borne supérieure R et pour
tout z tel que |z| < R, il existe zo € C\ {0} tel que |z| < |z0| < R. Ainsi, d’apres le Théoreme la
série entiere est convergente pour tout z tel que |z| < R. Si zg est tel que |z| > R, la suite (\anz’(ﬂ)n n’est
pas bornée et la série ne peut pas converger.

Le nombre R est appelé rayon de convergence de la série enticre.

L’ensemble D := {z €C; |7 < R} est appelé disque de convergence de la série entiere.

*  Si & n’est pas bornée, pour chaque zp € C, la suite <|anz8|)n est bornée et la série entiére est convergente
pour tout z € C. Dans ce cas, on dit que le rayon de convergence de la série enti¢re est infini et on écrira

par convention R = oo,

Calcul du rayon de convergence
*  Par le critere de Cauchy pour les séries de fonctions, on a : liT \/|anz| = lirf |z| v/a,, donc la série
n——+oo n—s—4oo

converge si |z| < et diverge si |z| > . Ainsi, le rayon de convergence R est donné

1 1
lim v/a lim v/a
n—y—+oo " n—y—+oo "
1 . . Iy, .
par R= ———— & condition que la suite (!an | )n ait une limite.
lim |a,|"
n—y—+oo

*  De méme, par le critere de d’ Alembert pour les séries de fonctions, on a :

n+1

. an412 . an+1 .. ) ) . 1

lim [~ |=|z| lim |-~ |donc, la série convergesi |z| < etdiverge si|z| >
n——+oo a,z" n—+e | a, . . an+1

lim lim
n—+e | a, n—+eo | ay
< . a N . . Anrl ., ip s .. .
Par conséquent, R = hrf "_| a condition que le quotient —— soit défini et que sa limite existe.
=+ | Apiq an

3.2 Opérations sur les séries entiéres

Théoréme 3.2.1. Soient Zanzn et anzn deux séries entiéres de rayons de convergence respectifs R, et R),

et de sommes respectives S, et Sp. Alors

(1). pour tous scalaires A et U, la série entiere Z(?Lan + ,ubn>z” a pour rayon de convergence R tel que

R > min {Ra,Rb} et a pour somme AS, + WSy,
n
(2). la série entiere produite chzn ol pour tout n € N, ¢, = Zanbn,k, a pour rayon de convergence
k=0
R > min {Ra,Rb} et a pour somme S;Sp.

Preuve. Si |z| < min {Ra,Rb}, les série numériques Z a,7" et Z b,7" sont absolument convergentes. Donc, il
suffit d’appliquer la Proposition [T.4.4] pour () et la Proposition [I.4.5| pour (2). O

Théoréme 3.2.2 (Substitution d’une série entiére dans une autre). Soient Z ap,7" et Z b,7" deux séries entiéres

de rayons de convergence respectifs R, et R, et de sommes respectives S, et Sp. On suppose qu’il existe o tel
o0

que 0 < ¢ < Ry, et Z |bn| " < Ryp. Alors il existe une série entiére chzn de rayon de convergence R > Q. et
n=0
de somme S, 0 S},

Application. Soit Z a,7" une série entiere de rayon de convergence R, et de somme S. On cherche a substituer

la fonction f: z—— az+ b dans cette série.
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La fonction f est la somme de la série entiere (finie) az+ b, de rayon de convergence +o<. En appliquant le

Théoreme[3.2.2] s’il existe & > 0 tel que |a| & + |b| < R, la série entiere de somme

+o0
S(az+b) = Zan(aerb)” :ao+a1(az+b) +a2(az+b>2+-~
n=0

a un rayon de convergence R > «. En particulier, si |b| < R, la série entiere de somme
2
S(z+b) =ao+ai(z+b) +ar(z+b) +--

a un rayon de convergence strictement positif. En réordonnant les termes selon les puissances de z, on trouve :

oo +oo
k
S(z+b) = chz" ol ¢, = Z <n1— )an+kbk pour tout n € N.
n=0 k=0

3.3 Dérivation et intégration des séries entieres

Définition 3.3.1. On appelle série dérivée de la série entiere Zanz”, la série entiere Znanzn’l.

n>0 n>1

Théoreme 3.3.2. Si Zanz" a pour rayon de convergence R, sa série dérivée Znanz"*l a le méme rayon de
n>0 n>1
An  _n41
n+1"

convergence ainsi que E
n>0

a z ... N z .. 7z
Noter que Z ﬁz’”l est la série entiere dont la dérivée est Zanzn .
n

n>0 n>0
Dans tout ce qui suit et jusqu’a la fin de cette section, nous nous limiterons au cas ol la variable est réelle.

Soit Zanx” (x € R) une série entiere de rayon de convergence R. Par les résultats qui précedent, la série est

absolument convergente sur I’intervalle | — R, R[ et divergente pour tout x € R tel que |x| > R. Les sommes

n
partielles de la série sont les polyndmes S, : x — Zakxk et la dérivée de S, est la fonction S, : x —
k=0

n
Zkakxkfl qui est la n—ieme somme partielle de la série dérivée.
k=1

Théoreme 3.3.3. Soit Zanx" une série entiere d’une variable réelle, de rayon de convergence R et de somme

n>0
S. Alors, la fonction S: | —R, R| —> K est dérivable et sa dérivée S' est la somme de la série entiére dérivée
Z nayx" L.
n>1

Preuve. Pour tout r < R, la série Z a,x" converge normalement sur [—r, r| (par définition du rayon de conver-
n>0
gence) et donc uniformément sur cet intervalle (Théoreme [2.2.13). Puisque la série dérivée a le méme rayon

de convergence (Théoreme [3.3.2)), elle converge également uniformément sur [—r, r]. Par le Théoréme 2.2.17]
il s’ensuit que S est dérivable sur [—r, r| et que S’ est la somme de la séire dérivée sur [—r, r]. Ceci étant vrai

pour tout r < R, le théoréme en découle. O

Corollaire 3.3.4. Soit Zanx" une série entiére d’une variable réelle, de rayon de convergence R et de somme

n>0
S. Alors, la fonction S: | — R, R| — K est indéfiniment dérivable et sa k—ieme dérivée S®) est la somme de
la série entiere .
Zn(n— 1) (n—k+1Da !
n=k

qui a le méme rayon de convergence R.
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Preuve. 11 suffit de faire un raisonnement par récurrence sur k € N. O

Corollaire 3.3.5. Soit Zanx" une série entiére d’une variable réelle, de rayon de convergence R et de somme
n>0
S. Alors, pour toutn € N, on a

Le Corollaire[3.3.5|précédent a pour conséquence importante 1’unicité des coefficients d’une série entiere.

Corollaire 3.3.6. Soient Zanx" et anx” deux séries entieres d’une variable réelle, de rayons de conver-
n>0 n>0
gence respectifs R, et Ry, et de sommes respectives S, et S. S’il existe 0 < r < min {Ra,Rb} tel que Sy(x) = Sp(x)

pour tout x € | —r,r[, on a a, = b, pour tout n € N.

Preuve. Soit n € N. On a S,(x) = Sp(x) et donc s (x) = Slgn) (x) pour tout x € | —r, r[. En particulier, on a

(0) = S}()") (0) et le Corollaire montre que a, = b,,. O
Théoreme 3.3.7. Soit Zanx” une série entiére d’une variable réelle, de rayon de convergence R et de somme
n>0
S. Alors pour tout x € | R[,ona

/S 1)dt = / Zan dt Z/ ant"dt = +1 PR

Preuve. De la méme facon que pour le Théoreéme [3.3.3] pour tout 0 < r < R, la série Zanx” converge nor-

n>0
malement donc uniformément sur [—r, r]. On peut ainsi intégrer terme a terme sur cet intervalle d’apres le
Théoreme|2.2.19|et par suite sur | —R, R|[. O

3.4 Développement en série entiere

3.4.1 Fonctions holomorphes

Définition 3.4.1. Soit f une fonction définie dans un domaine D du plan complexe et a valeurs dans C. On dit

que f est holomorphe au point zg € D si elle est C—dérivable en ce point ¢’est-a-dire ll}rn M
27720 Z—20

Si la limite existe, on la note f’(zo). On dit que f est holomorphe dans D si elle est holomorphe en chaque point
a)del)

existe.

Remarque
L’existence de f’(zo) peut s’écrire :

f(z) = f(z0) + f'(z0)(z—z0) + €(z — 20) - |2 — 20|

ou ¢ est une fonction cotinue tendant vers O quand z tend vers zp.

Si on pose z = x+ iy, f est C—dérivable en zy veut dire f est diférentiable au point (xo , yo) et cela s’écrit :

7(5:3) = (0. 30)+ 5+ 10, 30) (1 =30) +- 22 (30, 30) - (y—30) + =30 y=30) | (65300 = 30) |-

d
Alors, f holomorphe équivaut a —f + l—f =0.51f (x y)
dx dy

P 90 JaP _ dQ o
Fe Ty et oTy =3 (Condition de Cauchy).

P(x, y) + iQ(x, y), avec P et Q réelle, f holo-

morphe équivaut a
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Théoreme 3.4.2. Soit Zanz” une série entiere de rayn de convergence R. Alors, sa somme f est une fonction
n>0

holomorphe dans le disque de convergence et on a f'(z Z na?" .
n>1

Preuve. Soient zy # z tels que |z| < Ret |zo| <R.Ona

f(2) ~ £(z0) :fa =z Zvn

720 n=0 L7720 n=0

avec vy(z) = an(z"’1 +7" 24k ]5 .. -z(')'_l) pour z # 7o et v, (20) = nanzo.

Soit 0 < r < Rtelque |z] <ret|z] <r.Ona

n n
va(2)] < ‘Zn‘zmnik ’ZO,IFI < ’anlzrnikrkil :”’an”’rFl =

k=1

La série de terme général m, est convergente donc la série entiere Z v (z) converge normalement dans le disque
n>1

D(O, r) sa somme @(z Zvn ) est donc une fonction continue dans ce disque. Ainsi, lim 0(z) = ¢(20)
7—20

existe, ce qui s’écrit

Z—20

. f(z)_f(ZO)_+oo _ o
lim T r;)"n(z) = f'(z0)-

Corollaire 3.4.3. Soit Za,,x" une série entiere de la variable réelle, de rayn de convergence R. Alors
n>0

(1). Sa somme f est une fonction dérivable sur I'intervalle | — R, R| avec f'(x Znanx ,
n>1

(2). Puisque f' est la somme de la série entiére dérivée, on en déduit que f' est dérivable et par récurrence,
f est indéfiniment dérivable. On a alors :

fPx)=>"nn—=1)(n=2)(n—p+1a,d" "= L'anz"ﬁ?.

nzp n>p (l’l—p).

3.4.2 Coefficient d’une série entiere

Théoreme 3.4.4. Soit Zanzn une série entiere convergente de somme f. Alors les coefficients a, de la série
n>0
entiere peuvent s’exprimer en fonction des dérivées p—iemes de f a l’origine :

+o0

f(P)(Z) = Zn(n— 1)(11_2) e (n_p+ l)anzn—p.

n=p

1
Donc, fP)(0) = pla, c’est-a-dire a, = Ef 0) et f(z) Z f

n>0

3.4.3 Fonctions analytiques

Définition 3.4.5. Soit f une fonction définie dans un voisinage V d’un point zg de C et a valeurs complexes. On

dit que f est développable en série entiere en zp ou que f analytique au point zo, s’il existe une suite (an> GN

telle que la série entiere Z an(z—20)" soit convergente pour tout z € V et ait pour somme f(z) Z an(z—20)"
n>0 n>0
On définit de facon analogue la notion de fonction analytique réelle pour une fonction f réelle définie sur un

intervalle I de R.
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Remarques

(1). Une fonction analytique complexe est indéfiniment dérivable puisque c’est la somme d’une série enticre

donc holomorphe, et réciproquement on peut montrer qu’une fonction holomorphe est analytique.

(2). Attention, Une fonction analytique réelle est indéfiniment dérivable mais une fonction réelle qui est de
classe €~ n’est pas nécessairement analytique c’est-a-dire il existe des fonctions réelles indéfiniment

dérivables dont la série de MacLaurin converge mais la somme n’est pas f.

Les résultats suivants permettent de résoudre ce probleme :

Théoreme 3.4.6. Soit [ une fonction de classe € dont la série de MacLaurin d’ordre n est

2 n
S) = SO +2f O Z " (O) 4 f DO+ g D (02) avee 0 <0 <1

(n+1)!

£ (6x) = 0 pour tout

£ (0) y(n+1)
Alors r;) oy x" converge et a pour somme f(x) si, et seulement si ngrfm (it 1)!

x dans un voisinage de 0.

Théoreme 3.4.7. Soit f une fonction indéfiniment dérivable sur [—r, r|. On suppose que pour toutx € | —r, r|
et pour tout n, il existe une constante M telle que ‘ f () (x)‘ < M. Alors f est développable en série entiere sur

I rn)
0) ,

|—r,r[etonapourtoutx e |—r,r[: f(x)=

= n!
Preuve. Pour |x| <r,ona
n xP _)cn""1 M'}'JH—I Q
"= fP(0)| = (D (gx)| < ——— =@, et lim —L = lim =0
‘f(x) pz_:op'f ( )‘ (n+1)'f ( )C) = (n+1)‘ n nl>+w an rn—1>+oon+l
Ainsi, la série numérique Z o, converge donc nng a, =0. 0

n>0
3.5 Séries entieres des fonctions usuelles

En utilisant la formule de MacLaurin, on a des développements en série entiere que 1’on connait :

1 =
. i Z" pour tout |z| < 1,
— go p 2|
+o0 Zn
. eZ:Z—' pour tout z € C,
—n!
oo
ala—1)--- (o — 2)(a— 1
. <1+z)a:1+z ( Jo(@=nt2)(@—nt )z"pourtout]z|<l,
1 n!
—
Par combinaison linéaire des ces deux séries
= (_l)n 2n
*  cosx= Z ()] x“" pour tout x € R,
n=0 :
o . _ = (_l)l’l (2n+1) R
sSinx = Z mx pour tout x € X,
n=0
o0 x2n

)1 pour tout z € C,
n)!

. coshz = Z

n=0
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' +oo ontl
e sinhz= HE;; m pour tout z € C,
Par intégration, on obtient
. ln(l—x):—fx—npourtout x| <1
n=1 "t ’

+oo _pn
. ln(l—z)z—zi pour tout |z] < 1,
n

n=1

~+oo
x"
e In(l4x)= Z(—l)”_l— pour tout |x| < 1,
n
n=1
oo Zn
e In(l+72) :Z(—l)"fl—pourtout lz] < 1,
n
n=1
1 &=
e Z(—l)”xm) pour tout |x| < 1,
n=0
+oo x2n+1
e arctanx = Z(—l)” on D) pour tout |x| < 1.
n=0

3.6 Exercices

Exercice 3.6.1. Déterminer le rayon de convergence des séries entieres suivantes :

2
Z;Ezn, Z(\/iﬁ—l—\/ﬁ)z", et Y
n>1 n>0 n>0

2" 4 p?

n
—5Z
3n n2

Exercice 3.6.2. Calculer le rayon de convergence et la somme des séries entieres suivantes (z : variable com-
. L n+1
plexe et x : variable réelle) : E n*x", E ( — l)n (n2 + 1)x2”, et E 7.

n>0 n>0 n>0 n!
I on g pan
Exercice 3.6.3. Existence et calcul de S = Z —_—
- (n — 1)n5”

Exercice 3.6.4. Développer f en série entiere au voisinage de 0 dans chacun des cas suivants :

x3
f(x)zg, f(x):x43lx2+2 et f(x)=(1—x)In(1—x).

Exercice 3.6.5. On veut développer en série entiére la fonction f: x +— Inv/x2 —2xcosa+1 ou o € |0, 7 |.

—el0 |y _oia

1 1 1
(1). Justifier et établir que, pour tout x € R, on a f'(x) = 3 ( + )
X
(2). Développer f’ en série entiére et préciser le rayon de convergence.

(3). En déduire le développement de f en série entiere.

3.7 Corrigés des exercices

Exercice [3.6.1} Calcul de rayon de convergence.

2 2
1 1
1. g mt z”.Notonsan:n + Ona

3 3 :
i +1 n’+1
2
n-+1 1 an n
an:?’i ~ —_ et ~Y ————>1
n’+1 n—+eop Apt1 | =t n41 n—dteo

Donc, d’apres la regle de d’ Alembert, on a R = 1.
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). Z(\/n+1—\/ﬁ)z”.Notons a,=+/n+1—+/n.Ona

n>0
1 1 ay, nvn+1
= 4/ frd ~ _— ~ —_ 1
n = n+ f \/m+ \/ﬁ n—-4oo \/;1 an+] n——4oo \/ﬁ n—4-o0
Donc, d’apres la regle de d’ Alembert, on a R = 1.
2 p 2 2" 1 p
3). Z z Notons a, = ETI R On a
n>0
2"+ n? 2" a 3t on 3
= 3 2 0 e 3 Apy1 n-rtee 201 30 poge 2

3
Donc, d’apres la regle de d’ Alembert, on a R = 5
Exercice [3.6.2] Rayon de convergence et la somme

(1). anx". Notons a, = n’. La régle de d’Alembert donne R =1. Pourx€ | —1,1[,ona
n>0

D’ou, en dérivant, on a

En multipliant par x, on a

zm

+o0
1
Puis en dérivant, on a ZnZ n1—
n=1 1—x
Puisque le terme d’indice O est nul, on obtient, en multipliant par x,

I= x(l—l—x)
= 2=
2y
2). E (— l)n(n2+ l)xz”. Soit x € R*. Notons a,, = (— l)n(n2+ 1). Par la regle de d’ Alembert,ona R = 1.

n>0
Pour toutx € |—1,1[,ona

pourtout xe€|—1,1].

Oﬁf

pourtoutx e |—1,1].

3

pourtout xe€|—1,1].

Swngﬂ%ﬂﬂﬂzg@ugpﬂ"
2 e o\ —x2(1—x2%
=)+ 2 ()= (1(+x>3)+1+1x2'

1
3. Z n:— Z". Par la régle de d’ Alembert, on montre que R = +oo et pour z € C, on a

n>0
+oo0 +oo +oo oo pil oo +o0 +oo
S(x):Z”:;lz”:HZ”;l:HZ +Z < +Z e +Z n—zz < —n.
n=1 : n=1 : n*l !
~+oo n +oo n +oo Zn
Finalement, on obtient S(x) = ZZ Z <z+ 1) X Z; = (1 —I—Z)eZ
n=0""
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, o 2" 4n3"
Exercice [3.6.3] Existence et calcul de § = Z ——— Pourn>2,0ona
= (n — 1>n5”

A (2)"+1<3>”
n_(n—l)nS”_n<n—1) 5 n—1\5) "

Considérons les séries entieres Z
=2 n(n —1
pour rayon de convergence R=1etpourxe€ |—1,1[,ona

x" . .
) et Z T Par la régle de d’Alembert, ces séries entieres ont
n—

o0 n +oo nf —+oo n

A(x)zznx_l = Z —xz —x(~In(1—x)) = —xIn(1 —x).

n=2 n:2

et

e = /1 1 "
B(x) = Z<n_1) =y (— )x =—xIn(l1 —x) — (=In(1—x) —x) = (I —x)In(1 —x) +x.

\n n—1

2 3 i 2 3
Puisque z et s appartiennenta | — 1, 1[,ona S = Z”” = B<5) +A(>.

5
n=2
Exercice Développement en série entiére de f au voisinage de 0.
342
M. f(x) == 1.Lafonctionfestdéﬁniesur]R{\{—1,1}doncaumoinssur]—l,1[.P0urx€]—1,1[,
x+2 x+2
T =t = e )
SV DU NN S SRV S S B
—' e T2 x+1 T2 1—x 2 1—|—x
D Y S )
=Xx—= - = "X'=x = anx"
nO 2 ’
3 (=)
3 (=1 — —( ) si n:2p+lavecp€N\{0}
S si n#1 22
Ennotant a, = 2 2 ouencoreda, =4 —2 si n=2pavecp>0
0 si n=1.
0 si. n=1.

Déterminons le rayon de convergence de cette série entiere.
e D’une part, puisque la suite (a,,)n ne converge pas vers 0,ona R < 1,
e Dr’autre part, puisque la suite (a,,)n est bornée,ona R > 1.

On conclut que R = 1.

2). flx)= Ao La fonction f est définie sur R \ {j: ﬂ,il} donc elle est définie sur | —1,1].

Pourxe |—1,1[,ona

1 1 1 1 1
f) 21 +x2—2 T1-x2 2 | x?
2
400 +oo 2\ +oo
1 X 1
Zx — X"
n=0 2 n=0 2 n=0 2t
1 I
Puisque 1 — 0T 4 ~ 1 et que la série entiere Zx a pour rayon de convergence R =1, on obtient R = 1.
n=0
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3). flx)= (1 —x) In (1 —x). La fonction f est définie sur | — oo, 1[ donc elle est définie sur | — 1, 1].

Pourxe |—1,1[,ona

oo XN ~+oo Pran

f<x>=<1—x>ln<1—x>=—<1—x>§2"=—z W Y
-3 [l :‘”Z oyl

Ennotanta, ={ —1 si. n=1 | parlaregle de d’Alembert, on obtient R = 1.

L >21.
n(n_l) S1 n_-~>

Exercice On veut développer en série entiére la fonction f: x — Inv/x2 —2xcosa+1ou o € |0, 7|.

2
(1). Onax?—2xcosa+1= (x— cos a) + sin® o. Puisque sin® o # 0, on déduit que x2 —2xcos ot +1 > 0
x—cosa 1 { 1 1

et f est définie et dérivable sur R avec f'(x) = —

—2xcosa+1 2|x—e® x—e io|’

1 1 .
(2). Pour tout x € R, on a f(x) = Re | = _Re| - .Sixe]—1,1[,ona |e”| <1 etdoncon
x—e ¢ x—e“

peut utiliser la série géométrique pour obtenir

ia

e
— _ elazem(xxn Zet n+1
X—e

n=0

En prenant la partie réelle de cette expression, on obtient f’(x Zcos( (n+1 )x” et cette série

entiere a pour rayon de convergence R > 1. Mais en utilisant la relatlon
cos (Z(n—i— l)a) =2cos’ ((n—i— 1)a> -1,

on déduit que la suite (cos ((n + 1)0() )n ne peut pas converger vers 0.
+o0

Donc la série entiere Z cos ((n + l)oc)x” a pour rayon de convergence R = 1.
n=0

Z cosna

+
(3). En prenant la primitive qui vaut 0 en 0, on déduit que six € |—1,1[,ona f(x) = Z x" et la série
n=1

n
entiere a pour rayon de convergence R = 1.




1 Chapitre4 1

INTEGRALES DEPENDANT D’UN PARAMETRE

Dans ce chapitre, I désigne un intervalle de R, A une partie de R et f: A x I — K une application.
Si pour tout x € A, I’application f (x, ) ctel— f (x, t) € K est continue par morceaux et intégrable sur

I, on peut considérer la fonction F: I — K définie par

F(x) = /If(x,t>dt

Nous intégrons par rapport a ¢ sur /, mais cette fonction dépend d’un parametre x. En intégrant, nous obtenons
donc une nouvelle fonction de la variable x; ici notée par F. En général, on ne sait pas calculer explicitement
I’intégrale, et donc la seule expression qu’on puisse avoir de F sera sa forme intégrale. Nous essayons quand
méme d’avoir des informations sur la fonction F' concernant sa continuité, sa dérivabilité et méme son intégra-
bilité quand c’est possible. C’est le but de ce chapitre. Pour aboutir & notre objectif, nous avons besoin quelques

notions éssentielles.

4.1 Rappels sur les intégrales généralisée

Dans cette section, nous considérons un intervalle semi-ouvert [a,b[ ou b € RU {—i— 00} etf:[a,b] —
K=R ou C.

On notera que les résultats de cette section présentent de nombreuses analogie avec ceux du chapitre 1
sur les séries numériques. Cela provient du fait que ce sont deux types de sommation, I’une discrete pour les
séries numériques et I’autre continue pour les intégrales généralisées. En revanche, certain résultats peuvent

étre spécifique au type de sommation envisagée.

Définition 4.1.1 (Fonction localement intégrable). Ondit f:[a,b[ — K =R ou C estlocalement intégrable

si elle est intégrable, au sens de Riemann, sur tout sous-intervalle fermé [a, ¢] C [ a, b|.

Définition 4.1.2. Soit f:[a,b[ — K =R ou C une fonction localement intégrable.

X
(1). On dit que f est intégrable sur [a, b] si lirré f(t)dt existe.
X—r a

b
(2). Si f estintégrable sur [a, b[, on appelera intégrale généralisée de f sur [a, b[ et on notera / f(t)de
a

la limite ci-dessus, c¢’est-a-dire
b X
/ f(t)dt =1lim | f(t)dr.
a x—=bJq

Remarque 4.1.3. Lorsqu’une fonction localement intégrable f est intégrable sur [ a, b[ au sens des intégrales

b
généralisée définies ci-dessus, on dit que I’intégrale généralisée / f(t)drt est convergente.
a

44
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La proposition suivante est une conséquence immédiate des propriétés de I'intégrale de Riemann.

Proposition 4.1.4. Soient f et g deux fonctions définies et intégrables sur [a, b|. Alors

(1). Pour tous scalaires A i € K la fonction A flLg est intégrable sur [a,b] et on a

/ab (Af(t) —|—/.Lg(t)>dt =A /ubf(t)dt —I—/.L/abg(t)dt.

(2). Si|f]| estintégrable sur [a,b[, ona:

b
| rwar
(3). Si f(r) <g(t) pourtoutt € [a,b[, ona

/abf(t)dt < /abg(t)dt.

< (il

(4). Pourtoutc € |a,b|, ona
b c b
[ rwa= [ it [ rar

Comme pour les suites ou les séries numériques, on a un théoreme de Cauchy pour les intégrales générali-
sées qui donne un moyen de décider si une fonction f définie sur [ a, b[ y est intégrable sans connaitre la valeur

de son intégrale généralisée sur cet intervalle.

Notation. On considere un intervalle semi-ouvert [a, b[ ou b € RU {—i— oo}. On notera V(b) un voisinage de
b dans [a, b], c’est-a-dire V(b) est un intervalle de type [ A, +oo| si b = +oo et V(D) est un intervalle de type
[b—mn,b[avec0<n <b—a,sibest fini.

Théoreme 4.1.5 (Critere de Cauchy). Soit F une fonction définie sur un intervalle semi-ouvert [ a, b, a valeurs

dans R ou C. Alors lin})F(x) existe si, et seulement si pour tout € > 0, il existe un voisinage V (b) du point b tel
X—r

que :

Vx, X €V(b), onait |F(x)—F(X)|<e.

Théoréme 4.1.6. Soit [ une fonction localement intégrable sur [a,b|. Alors [y est intégrable si pour tout

/x ¥ foyr

€ > 0, il existe un voisinage V (b) de b tel que pour tous x,x' € V(b), on ait <e.

4.1.1 Intégrales généralisées des fonctions positives

Comme dans 1’étude des série numériques a termes positifs, on a dans le cas des fonctions positives, des

théorémes de comparaison.

Théoréme 4.1.7. Soient f et g des fonctions définies et localement intégrables sur [a, b[. On suppose que
pour toutt € [a,b] on ait 0 < f(t) < g(t). Alors, si g est intégrable sur [a,b|, f 'est aussi et si f n’est pas

intégrable sur [a, b|, g ne I’est pas non plus.

Théoréme 4.1.8. Soient f et g des fonctions définies, localement intégrables sur [ a, b| et telles que pour tout
t€la,bl, onait0< f(t) et 0 < g(t). Alors, si f et g sont équivalentes au voisinage d b, f est intégrable sur

[a, b| si, et seulement si g est intégrable sur [a, b]|.
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Pour appliquer ces théorémes de comparaison, nous donnons dans la proposition suivante quelques de

fonctions classiques qui constitueront une échelle de comparaison.

1
Proposition 4.1.9. Soit o > 0 et f la fonction définie sur |0, oo [ par f(t) = @ Alors
(1). f estintégrable sur |1, ~+oo| si, et seulement si o > 1 et

(2). f estintégrable sur |0, 1] si, et seulement si o < 1.

Théoréme 4.1.10. Soit f une fonction définie, localement intégrable, positive et décroissante sur [a, +oo|.
Alors f est intégrable sur [ a,+oo| si, et seulement si la série numérique a termes positifs, de terme général

u, = f(n) est convrgente.

4.1.2 Intégrales généralisées des fonctions ne gardant pas un signe constant

Nous allons maintenant étudier une notion qui, dans certains cas, permet de ramener 1’étude de 1’intégrale

d’une fonction de signe quelconque a celle d’une fonction positive.

Définition 4.1.11. Soit f une fonction localement intégrable sur [ a, b[. On dit que f est absolument intégrable

X
sur [a, b[ si|f| estintégrable sur [a, b[ c’est-a-dire linz/ |f(2)|dt existe.
X— a

Proposition 4.1.12. Soit f une fonction localement intégrable sur [a,b|. Si f est absolument intégrable sur

/a " peyr

Proposition 4.1.13. Soit f une fonction continue sur un intervalle semi-ouvert [ a, +oo[, avec a > 0. S’il existe

[a,b], elle y est intégrable et on a

< [l

o > 1 tel que tlirll t%|f(t)] =0, f est intégrable sur [ a, +o|.
—> o0
Comme son analogue relatif aux séries numériques, le théoreme suivant s’appelle le théoréme d’ Abel :

Théoreme 4.1.14 (Théoreme d’Abel). Soit f une fonction définie, continue, positive, décroissante et telle que
lirr;f(x) = 0. Soit g une fonction localement intégrable sur [ a, b|. S’il existe M > 0 tel que pour toutt € [a, b|,
X—

on ait

X

/ g(t)dt‘ <M,
a

la fonction produit fg est intégrable sur [a, b].

At

Remarque 4.1.15. Ce théoréme s’ applique en particulier lorsque la fonction g est I’une des fonctions e/*’, sin A, cos At,

avec A € |0, +oo| fixé et b = +oo.

4.2 Hypothese de domination et théoréme de convergence

Définition 4.2.1. Soit f: A x I — K une appilaction. On dit que

(1). 'application f vérifie I'’hypothése de domination sur A x [ s’il existe une fonction ¢: I — R positive,

continue par morceaux et intégrable tel que pour tout (x, t> € A x 1, on ait ‘ f (x, t)' < @(t),

(2). 'application f vérifie I’hypothese de domination locale sur A x I si pour toute partie compacte K
contenue dans A, il existe une fonction @g : I — R positive, continue par morceaux et intégrable tel que

pour tout (x,t) € A x 1, on ait ‘f(x,t)’ < o(t).
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Remarque 4.2.2. Soit f: A x I — K une application.

(1). si [ est un segment et s’il existe une M > 0 vérifiant : pour tout (x, t) € A x 1, on ait ’f(x, t)‘ <M,la
fonction f vérifie I’hypothese de domination puisque I’application constante ¢t € I — M est intégrable

sur le segment /.
(2). si f vérifie I’hypothese de domination sur A X I, elle y vérifie ’hypothese de domination locale,

(3). sif estun segment et si f: A x I — K est continue (en tant que fonction de deux variables), f vérifie
I’hypothése de domination locale sur A x I. En effet, pour tout compact K C A, f est continue sur K x [

donc bornée sur K x [ et toute fonction constante sur / est intégrable sur le segment /.
Définition 4.2.3. Soit f: A x I — K une application. On dit que
(1). f est continue par rapport a x si pour tout ¢ € I, la fonction f ( , t) XEA— f (x, t) € K est continue,
(2). f estcontinue par morceaux par rapport ¢ si pour tout x € A, ’application f (x, ) tel— f (x, t) eK

est continue par morceaux sur /.

Proposition 4.2.4. Soient f et ¢ deux fonctions continues par morceaux sur un intervalle I telles que pour tout

t€l, onait |f(t)| < @(t). Alors, si ¢ est intégrable sur I, la fonction f est intégrable sur .

Théoreme 4.2.5. Soit < f”)n une suite de fonctions intégrables sur un intervalle [a, b]. On suppose que :
(1). la suite ( f,,)n converge simplement sur [a, b| vers une fonction intégrable f et
(2). il existe M € R tel que pour tout n € N et tout t € [a, b], on a |f,(t)| < M.
Alors
b b
/ f(t)dt = lim / fn(t)dr.
a a

n—r—-o0

Toute suite de fonctions ( f”)n vérifiant la condition (2) du Théorém est dite uniformément bornée.

4.3 Continuité

Théoreme 4.3.1. Soit f: A x I — K une application. On suppose que
(1). f estcontinue par rapport a la premiere variable c’est-a-dire par rapport a Xx,
(2). f est continue par morceaux par rapport a la deuxieme variable c’est-a-dire par rapport a t,

(3). f vérifie I’hypothése de domination sur A X I c’est-a-dire il existe une fonction @: 1 — R positive,

continue par morceaux et intégrable vérifiant : pour tout (x, t) €A x I, on ait ‘f(x, t) ‘ < o(t).
Alors

(1). Pourtout x € A, la fonction f(x, ) : I — K est intégrable,

(2). Lafonction F: x €A F(x) = /f(x, t)dt est continue sur A.
I

Preuve. D’abord, d’apres la Proposition pour tout x € A, la fonction f (x, ) est intégrable sur /.
Soit x € A fixé et soit (xn)n une suite d’éléments de A convergeant vers x. Notons, pour tout n € N :

Jan: tel»—>f(xn,t>.0na

* Pour tout n € N, la fonction f; est continue par morceaux sur /,
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* La suite de fonctions ( f”)n converge simplement sur / vers la fonction f (x, ) car pour tout t € 1,
@) =f (xn , t) — f (x, t), du fait que f est continue par rapport a x.

n——+oo
e L’application f (x, ) est continue par morceaux sur /.

e Pourtoutn € Nettoutt €/,ona ‘ f (xn , t) ‘ < @(t) et @ est continue par morceux, positive et intégrable
sur /. D’apres le théoreme de convergence dominée (Théoreme [2.1.18)), il en résulte que pour tout x € A,

la fonction f (x, ) est intégrable sur / et que

n—r+-oo0 n—+-oo

/1 fult)dt —— /1 fx, ) (@)de = /1 f(x,t)dt =F(x) cest-a-dire F(x,) — F(x)

Ainsi,pour toute suite (x,,)n dans A tel que x;, o XE A, la suite (F (xn))n converge vers F(x).
n—s—oo
D’apres la caractérisation séquentielle de la continuité, on conclut que F' est continue en x et comme x est

arbitraire dans A, F est continue sur A. OJ
En fait, on peut étendre le Théoreme [4.3.T]au cas ol on n’a que I’hypothése de domination locale.

Théoreme 4.3.2. Soit f: A x I — K une application. On suppose que
(1). f estcontinue par rapport a la premiere variable c’est-a-dire par rapport a x,
(2). f est continue par morceaux par rapport a la deuxieme variable c’est-a-dire par rapport a t,

(3). f vérifie I’hypothese de domination locale sur A X I c’est-a-dire pour tout compact K C A il existe une
fonction g : K — R positive, continue par morceaux et intégrable vérifiant : pour tout (x, t) €K x1,
on ait ‘f(x, t)‘ < @k (1).
Alors

(1). Pourtout x € A, la fonction f(x, ) : I — K est intégrable,

(2). Lafonction F: x €A F(x) = /f(x, t)dt est continue sur A.
I

Preuve. Soient x € A et (xn> C A telle que x, T x. Rappelons que d’apres un théoreme de la topologie (cf
n n oo

semestre 3 chap. espaces métriques compacts), K = {xn ;nE N} U {x} est une partie compacte de A.

En appliquant le Théoréeme a fikx1» pour tout x € K, la fonction f (x, ) est intégrable sur [ et la fonction
xeK+— / f <x, t>dt est continue sur K. Il en résulte que pour tout x € A, la fonction f <x, > est intégrable
I

sur [ et que F (xn> —+> F(x), ce qui montre que F est continue en x et finalement F est continue sur A. [
n——oo

4.4 Dérivabilité

Dans ce paragraphe, A désigne un intervalle de R.

Théoreme 4.4.1. Soit f: A x I — K une application. On suppose que

(1). Pourtout x € A, la fonction f(x, ) : I — K est intégrable,

d . . .
(2). a—f existe sur A X I, est continue par rapport a x et est continue par morceaux par rapport a t,
X
(3). == vérifie I’hypothese de domination sur A x I c’est-a-dire il existe une fonction @: I — R positive,

ox

continue par morceaux et intégrable vérifiant : pour tout (x, t) €A X1, on ait

g(x, t)’ < o(1).
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Alors

0
(1). Pour tout x € A, la fonction a—f (x, ) : I — K est intégrable et
X

(2). La fonction F: x € A— F(x) = /f(x, t>dt est de classe €' sur A et pour tout x € A, on a
i

F'(x) = /Igic(x,t)dt.

d
Preuve. D’abord, d’apres la Proposition |4.2.4] pour tout x € A, la fonction of (x, ) est intégrable sur /.

ox

)
Notons G: A — K, x — G(x) = /f(x, t)dt.
I 8x
Soit ¢ € A. Notons Ay = {h eR; a+he A} etT: Ay xI — K, I'application définie par

1f(oc—|—h,t)—f(a,t> i h#0

h
V(h,t) €AaxI, T(h,t)=
‘Z (e, 1) si h=0.
Comme pour tout ¢ € I, la fonction f ( , t) est de classe €' sur A, on a pour tout (h, t) € Ay % I, en utilisant le
changement de variable y = % :
_ o+h 8f _ 1 af
flatnt)=flor)= [5G vy =n [ G (athy. 1)y

Il en résulte que

V(h,t) €AgxI, T(h,t) :/01 g(a+hy,t)dy.

d
» Soit ¢t € [ fixé teporairement. L’application (h, y) EAg x[0,1] — a—f(oc + hy, t) est continue par
x

rapport a & et est continue par morceaux par rapport a y car —— est supposé continue. De plus, cette ap-

ox

plication vérifie I’hypothese de domination locale sur Ay X I car pour tout compact K C A, la restriction
of
d

®ox

(- , t) a K est continue sur K donc bornée et d’apres le Théoreme (4.3.2} 1’application

T(0): Aa— K e T(n1) = [ (octny, r)ay
1

est continue sur A.
e D’autre part, par la définition de T, pour tout h € Ay, T ( , t) est continue par morceaux sur /.

* Par hypothese, il existe ¢ : I — K positive, continue par morceaux et intégrable sur [ tel que
: af
V(x,t)eAxI, on ait ’ax<x,t>‘§(p(t).

On a donc, pour tout (h , y) €Ay xI:

a 1
L a+ny.o)|avs [ o)ay= o).

1
< /
0

‘T(h,t)’ = ‘/0] g((x—l-hy,t)dy
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Ceci montre que 7 vérifie I’hypothese de domination sur A, x I et d’apres le Théoreme #.3.1] I’applica-
tionT: Aqg — K, h— 1(h) = /T(h, t)a’t est continue sur Ay. En particulier, 7(f) — 7(0).
I —

Mais pour tout h € Ag \ {0}, ona
1
=t

; Floth)—F

dt =

Fa+h)-F(a)

ath, o)~ fa ) di =

et

h—>o/8xat G<)

c’est-a-dire F est dérivable en « et F’((x) = G(Oc).

Enfin, d’apres le Théoreme (4.3.1| puisque 8f est continue par rapport a x, continue par morceaux par
x

rapport a ¢ et vérifie ’hypothese de domination sur A x I, G est continue sur A.

Finalement, F est de classe €' sur A et F' = G.

O
Corollaire 4.4.2. Soient f: A x I — K une application et n € N\ {0} On suppose que
(1). Pour tout x € A, la fonction f(x, ) : I — K est intégrable,
Jaf I"f . : . :
(2). f, 35 o existent sur A X I, sont continues par rapport a x et sont continues par morceaux par
X X
rapport at,
af aIf S o
(3). =—,---, Iy vérifie I’hypothése de domination sur A x 1
dx X
Alors
d a"
(1). Pour tout x € A, a—f, o f sont intégrables sur I et
X

(2). Lafonction F: x € A—— F(x /f X, t dt est de classe €" sur A et on a

vie{l,2,--,n}, VxeA, FOx)= a:gj(x t)dr.

On peut étendre le Théoreme 4.4.Tau cas ot on n’a que I’hypothése de domination locale.

Théoreme 4.4.3. Soit f: A x I — K une application. On suppose que

(1). Pourtout x € A, la fonction f(x, ) : I — K est intégrable,

(2). == exzste sur A X 1, est continue par rapport a x et est continue par morceaux par rapport a t,

8
(3). a—f vérifie I’hypothése de domination locale sur A X I ¢’est-a-dire pour tout compact K C A, il existe une
X

fonction g : K — R positive, continue par morceaux et intégrable vérifiant : pour tout (x, t) €K xI,

| df
on ait g(x, t)' < @k (1).
Alors
. df o
(1). Pour tout x € A, la fonction M (x, ) : I — K est intégrable et
X
(2). Lafonction F: x € A— F(x /f X, t dt est de classe € sur A et pour tout x € A, on a

F'(x)= 3{: (x t)dt




51 4.5. Exercices

Corollaire 4.4.4. Soient f: A x I — K une application et n € N\ {O} On suppose que

(1). Pourtout x € A, la fonction f(x, ) : I — K est intégrable,

d "
2). f, a—f, B {: existent sur A X I, sont continues par rapport a x et sont continues par morceaux par
X pY
rapport at,
af adf .. X o
— vérifie I’hypothese de domination locale sur A x I

S g

(3).

Alors

af . If
ox’ 7 dxn

(2). Lafonction F: x € A— F(x) :/f<x,t>dt est de classe 6" sur A et on a
I

(1). Pour tout x € A, sont intégrables sur I et

Vie{l,Z,-~-,n}, Vx €A, F(i)(x): gij(}c,t)dt.
I

4.5 Exercices

T
Exercice 4.5.1. Soit F la fonction définie par F(x) = / In (l +x* — 2xcost>dt. Etudier la continuité et la

—T
dérivabilité de F sur | —1, 1[.
Exercice 4.5.2. Soit la fonction f: x — / “In (x2 + sinzt)dt.
0

(1). Montrer que f est de classe €' sur ]0, +oo[ et calculer f/(x).

(2). Calculer EIP ( flx)— nlnx). En déduire une écriture simplifiée de f(x) pour x > 0.
X oo

+o0
Exercice 4.5.3. On considere la fonction f définie par f(x) = / e cos (xt)dt.
0
(1). Etudier I’existence, la continuité et la dérivabilité de f sur R.

(2). Déterminer une équation différentielle vérifiée par f.

(3). En déduire une valeur simple pour f(x). (On admettra que f(0) = ~——).

x o, 2 1 efxz (1 +t2)
Exercice 4.5.4. Soient f(x) = / e dt| etg(x)= / —————dt.
0 0 1+4¢

(1). Montrer que f et g sont de classe €’! sur [0, +oo[ et déterminer leur dérivée.

T
(2). Montrer que pour tout x € [0, +eo[, ona f(x)+ g(x) = E

oo
(3). En déduire la valeur de I’intégrale I = / e dr.
0

4.6 Corrigés des exercices
Exercice [4.5.1] Etude de la continuité et de la dérivabilité de la fonction F la fonction définie par

/4
F(x):/ ln(l+x2—2xcost>dt.

-7

Dans cet exercice, A= |—1,1[ et =[—7, 7|.
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(1). Continuité. Puisque 14 x> —2xcost est positif et ne s’annule pas sur A x I, la fonction de deux variables

f: (x, t) €EAXI—1In (1 +x%— 2xcost) est continue. Comme / = [—7, 7] est un segment, d’apres le
de la Remarque f vérifie I’hypothese de domination locale sur A X I.
En appliquant le Théoreme on conclut que F est continue surA =]—1, 1].
e o 2(x—cost)
(2). Dérivabilité. La dérivée partielle de f par rapport a x, qui vaut P (x, t) = T2 —2rcost est également
continue sur A x I. Comme [ = [—7, | est un segment, d’apres le (3] de la Remarque |4.2.2 a—j: vérifie

I’hypothése de domination locale sur A x I. En appliquant le Théoreme #.4.3] on conclut que F est

dérivable sur A avec
T 2 (x — Cos t>

F’(x):/” a—f(x dt= [ ————2—dt
_rox V"’ _z 1+ x2—2xcost

Exercice 4.5.2 Soit la fonction f: x — / “In (x2 + sin2t>dt.
0

Notons % la fonction définie sur |0, +oo[ X [ par h(x, t) =In <x2 + sinzt).
T
(1). Soitx € ]0, 4oo[. La fonction t — In (xz + sin2t> est continue sur {O, E} donc intégrable.

T
Pour tout ¢ € {O, 5} , la fonction x — In (x2 + sin? t) est de classe €’ sur |0, +oo[ avec

—(x,t)ziz pour tout x € ]0, 4oo].
X—+sin“t

T
D’autre part, soit [a, b] C |0, +oo[. Pour tout r € {0, 5} ettoutx € |0, +oo[, 0n a

af 2b
’9<x’ [>‘ = a +sin’t
T 2b T d
et la fonction ¢: t € {0, —} — —— est continue sur {O, —} donc intégrable. Autrement dit, —f
2 a® +sin”t 2 ox

T
vérifie I’hypotheése de domination locale sur |0, +-oo[ X {0, 5]

Finalement, f est de classe ¢! sur [a, b] avec f/(x) =2 / i ——dt pour tout x € [a, b].
0 x?>+sin”¢
Puisque [a, b] est arbitraire et f est de classe ¢!, on conclut que f est de classe €' sur [0, +oo] avec

2

/ z X
x) =2 ————dt pourtout x € |0, 4oo.
f(x) . 2rann P ]0, oo
En effectuant le changement de variable : u = tant¢, puisque la fonction r — arctanu est une bijection de

classe €' de [0, +oo] sur[O,g[,onapourtoutxe 0, 4o :

du 2x

f/(.x):/+oo 2 5 3 :/Jroodlxl
U u 1+u 0 x2—|—<1+x2>u2

u\/1+x2>r b
0 \/1—’—)62.

(2). Calculer EIP ( flx)— nlnx). En déduire une écriture simplifiée de f(x) pour x > 0.
X oo

Pourx € |0, +oo[, 0na

P T 2 .2 T 2
2 . 2 X“ 4 sin“t 2 sSin“ ¢

—mlnx = In (x? 2r) —1 2dt:/17dt:/ll dt.
f(x)—mlinx /0 [n(x + sin ) n(x )} A n 2 ; n( 1+ 2




53 4.6. Corrigés des exercices

D’autre part, pour # > 0, on a In (1 + u) < u. Ainsi,

x ) T
2 sin” ¢t 2 1 T
0<f(x) nnx_/o n( + 2 )dt_/o xzd 72

Part le théoréme de comparaison, on a 1_1>rJ1rl [ flx)— nlnx] =0.
X oo

T
V1+x?
f(x) = oo+ mwargsinhx ol argsinhx = In (x +v1 +x2). On détermine ¢ par la limite précedente.

V1 2 1
x) — lnx = o + cargsinhx — Tlnx = & + 7ln i A —a+In(14+4/1+—
& X x2

ce qui donne LII’P (f(x) — nlnx) =o+mIn2 = 0. Ainsi, pour x € |0, oo, f(x) = wargsinhx — wln2.
X oo

Mais pour tout x € |0, +oo [, f/(x) =

. Il existe donc o € R tel que pour tout x € |0, +eo[, 0n a

oo
Exercice 4.5.3, On considére la fonction f définie par f(x) = / e cos <xt>dt.
0

Notons A la fonction définie sur R x R par h(x, t) = e cos (xt).
(1). Existence, la continuité et la dérivabilité de f sur R.

(a). Existence. Soit x € R. La fonction r — h(x, t) est continue sur R, .

t

2 2 . 2 . ,
Pourt € R;,ona ’e*t cos <xt>‘ < e " etlafonctiont — e est intégrable sur R, .

Ainsi, pour tout x € R, la fonction x — h (x, t) est intégrable sur R c’est-a-dire f est bien définie.

(b). Continuité. Pour x € R, la fonctiont — h (x, t) est continue sur R ; et pour tout# € R, la fonction
X+—> h(x, t) est continue sur R. De plus, pour toutx € Rettoutt € R, ,ona ‘h(x, t) ‘ <e = o(1)
et ¢ est continue, positive et intégrable sur R . En appliquant le Théoréeme (4.3.1] on conclut que f

est continue sur R.
(¢). Dérivabilité. Pour x € R, la fonction ¢ — h(x, t) est continue et intégrable sur R et pour tout

oh
t € Ry, la fonction x — h(x, t) est de classe €! sur R avec 5 (x7 t) = —te " sin (xt) et
X

2

VxeR, VreRy, ‘x(x,r)‘:te’2‘sin(xt)‘§te =y(t).

La fonction y étant continue, positive et intégrable sur R . En appliquant le Théoreme .4.1] on

conclut que f est de classe €' sur R et pour tout x € R, on a
e dh teo 2
"(x) = — ,zdt:—/ te™" sin (xt )dt.
f(x) /0 P (x ) A e " sin (x )

. . 1 . P .
(2). Soit x € R. Les fonctions u: t — Ee_’z etv:t+— sin (xt) sont définies et de classe €' sur R . Soit

a > 0. On peut alors écrire

/Oa ( _ ;e*fz) sin (xt)dt = Beﬂ sin (xt)}

En faisant tendre & vers +oo, on obtient :

o

— % /a e cos <xt>dt.
0

0

f(x)= —%f(x) pour tout x € R. (4.6.1)

o

X X2

il T
(3). En résolvant I’équation différentielle (4.6.1)), on obtient f(x) = f(0)e 4 = \Zfe 4 pour tout x € R.
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Exercice

(1.

4.5.

=

X 2 lefxz 1+t2
Soient f(x) = {/0 e_’zdt} et g(x) :/0 1<—|—t2>dt'

N T e c s 2
Posons f = F? ou F(x) = / e " dt est la primitive de x — e¢™* ne s’annulant pas en 0. La
0

fonction F est de classe €' sur R... Donc, f I’est aussi avec

X
f(x) =2F'(x)F(x) = 2e’x2/ e "dt pourtout x> 0.
0

e (1 + t2>
1+12
Pour tout x > 0, la fonction  — h(x, t) est continue sur [0, 1] donc elle y est intégrable.

Posons h(x, t) = pour tout (x, t) eRy x0,1].

oh
Pour tout ¢ € [0, 1], 1a fonction x — h(x, t) est de classe ¢! sur R avec — (x, t) = —2xe e (1417),

dx

dh

Pour (x, t) €R; x[0,1],0ona e (x, t) <1 et la fonction # — 1 est continue et intégrable sur
X

[0, 1]. Donc g est de classe €’! sur R avec

' U o > [l 2.2
g (x)= —Zx/ e ) g = e / xe *"dt pourtout x>0.
0 0

X
Le changement de variable u = xt donne g’'(x) = _ze—xz / e—u2 du.
0
(2). D’apres les calculs précédents, f + g est de classe €' sur R, de dérivée nulle donc elle est constante.
U dt T T
Or, f(0) =0etg(0) = 112 4 Donc, pour tout x > 0, on a f(x) 4 g(x) = T

. 2 . . . _ . .
(3). Lafonction ¢: t — e™" est intégrable sur R car elle est continue sur R et ¢(r) = o(e ! ) au voisi-

o Ainci i )
nage de +oo. Ainsi, xgrfm flx)=1I".

—x2

1
T
D’autre part, pour tout x > 0,0ona: 0 < g(x) < / £ _dt=Ze¢*.Ce qui donne LHP g(x)=0.
X oo

n
On conclut que I? = 1 etpuisque / > 0,onal =

e
0o 1+12 4
NG

>
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