ARITHMETIQUE - gOLUTIONS TD
no. ¢

Exercice 1. (—) : Supposons que N admet un diviseur d tel que d < v/N. Il

existe k € N* tel que N = dk. On a alors

d < VN

N
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ainsi, £ est un diviseur de N supérieur a v N.

(«<=) : Démonstration similaire.

Exercice 2. («) : Supposons que d divise a et de b et que pour tout autre
diviseur commun d de a et b, on a d'|d . Alors, forcément, d' < d. Donc d est le
pged de a et de b.

(=) : La preuve utilise le théoréme de Bézout. Supposons que d = pged(a,b) et
soit d’ un diviseur commun de a et b, i.e a = d'k; et b = d'ky, avec k; € N et ky € N,

D’apres le théoréme de Bézout, il existe u, v € Z tels que

au + bv = d.
Donc
d'kyu+ d'kov =d
d (kiu + kgv) = d.
D’ou d'|d. O

Exercice 3. (1) On a ab € M donc M # (. Il admet donc un plus petit élément.
Ainsi ppcm(a, b) = min M existe.

(2) Si u = ppem(a, b), alors
w0, alu, bjp et si m € N* avec alm et bjm alors p < m.

(3) (=) : Supposons que m = ppcm(a, b). Alors m # 0 et m est un multiple com-

mun a a et b. Soit m’ un autre multiple commun a «a et b. Effectuons la division
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euclidienne de m’ par m : il existe ¢,r € N tels que m’ = mqg +r avec o < r < m.
Alors r = m/ —mgq. Or il existe k, k' € N tels que m = k'a et m = ka. Ainsi,

r = a(k' — kaq),

donc r est multiple de a. De méme, on montre que r est aussi un multiple de b.
Si r # 0, alors r est un multiple commun a «a et b qui est non nul avec » < m, ce

contredit a minimalité de m. Donc, nécessairement, » = 0. Par suite, m' = mg, i.e.

m|m'.

(«<=) : Supposons que m est un multiple commun a « et b et que pour tout autre
multiple commun m' a a et b, on a m|m'. Alors, nécessairement, m # 0, car il
divise, par exemple ab qui est un multiple commun « et b. Puisque m|m’ pour tout
autre multiple commun non nul m’ a a et b, on a m < m’. Donc m est le plus petit

des multiples communs a « et b, qui sont non nuls. D’ot m = ppcm(a, b).
Exercice 4. (1) On pose
P = {ph s 7]73} U{q17 s )qt};
On pose card(P) = n; on a alors
P = {ul,...,un}
ou u;, est un nombre premier, €gal a I'un de p; ou ¢;, avec uy, ..., u,. De plus,
a = H (T
k=1
avec oy = 0 si u; n’est €gal a aucun des p; et a; = r; si vy = p;; de méme,
b= H ugp®.
k=1

avec 3, = 0 si u, n'est égal a aucun des g¢; et 8, = s, si u; = p;.

Formule pour pgcd(a,b). Soit d un diviseur commun a a et b . Soit p un nombre

premier qui divise d; alors p|a et dans ce cas, d doit étre égal a 'un des nombres

pi; de méme, puisque p|b, il doit étre égal a I'un des nombre ¢;. Finalement, p doit

donc étre égal a 'un des nombres u;. La décomposition de d en un produit de

facteurs premiers est donc de la forme
n
_ Ok
d= H (T
k=1
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Puisque d a, par le méme raisonnement

a, il existe = € N tel que dx = a. Puisque =

pour d, la décomposition de z en facteurs premiers est de la forme

n
— Tk
=T
k=1

Puisque
n n n n
_ Ok e\ Op+ve . ag
= ([Tu )T = [T =a=]Tui,
k=1 k=1 k=1 k=1
cela équivaut a 6y + 1 = ax pour k = 1,...,n. Donc 6, < o pour k =1,...,n; on

démontre de méme que J; < 5. Dol ¢y < min(a, ;). Pour que d soit le pged de a
et b, il faut et il suffit que tous les ¢, soient maximum, i.e. §; = min(ay, Gx). D’ou

la formule

n

pged(a, b) = H min(ek,Be)

=1

Formule pour ppcm(a, b). Soit m un multlple commun a a et b. Puisque uy|a et ug|b
pour k =1,...,n, on a ugy|m, donc u;, doit étre facteur de m. Ainsi, la décomposition

de m en facteurs premiers doit étre de la forme

mgu Hv

ou v, est un nombre premier différent des u, pour h=1,...,letk=1,...,n. On

peut alors écrire z
a= H (T H ot
k=1 h=1

avec \, = 0 pour h = 1,...,[l. Par un raisonnement analogue au précédent fait
pour le pged, puisque a|m, la condition nécessaire et suffisante pour ceci est
que o < Y et que \p <;, mais cette derniere est déja vérifiée car A\, = 0. De
meéme, la condition nécessaire et suffisante pour que b|m est que 5, < 7. Ces
conditions sont équivalentes a max(ay, dx) < v, pour k = 1,...,n. Pour que m soit
égal a ppem(a, b), il faut et il suffit que 7, soit minimal et que ], _, v/* soit minimal
aussi. Ces conditions sont équivalentes a 7, = max(ay, ;) et th:l vt =1; d’'ou la

formule

n

ppem(a, b) = H x(k:Br)

Exercice 5. Soit d = pged(a,b). 1l existe k,[ € N tels que a = kd et b = Id. On a

a=bg+ravec0<r<b doncr=a—>bqg=kd—Ildg=dk—lq). r; donc d est
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aussi un diviseur commun a b et r. Soit d’ un autre diviseur commun a b et r; il
existe u,v € N tel que b = ud' et r = vd'. Ainsi, a = bg + r = ud'q + vd' = d'(uq + v).
Donc d' est aussi un diviseur commun a a et b; il en résulte que d < d. Tout

diviseur commun a b et r est donc plus petit que d. Par suite, d = pged(b, ).

Exercice 6. (1) L'idée est d’écrire (au+bv)? comme une “combinaison” de (a+b)

ab avec des coefficients en a,b,u et v : d’ou

(au + ) = (au)? + 2(abuv) + (bv)?
= a’u® + b** + 2abuv
= (a + b)(au® + bv?) — abu® — abv® 4 2abvu

= (a + b)(au® + bv*) + ab(2uv — u* — v?)

(=) : Si a et b premiers entre eux, il existe u,v € Z tels que au + bv = 1; par

I’équation ci-dessus, on a
(au +bw)*> =1 = (a+ b)U + abV,

ouU = au’+? € Z etV =2uv—u?—0v? € Z. Donc (a+b) et ab sont aussi premiers
entre eux.
(<=) : Supposons (a + b) et ab premiers entre eux : il existe z,y € Z tels que

(a+b)x +aby = 1; or
(a+b)x+aby=1= a(l+by)+bxr =1,

donconaaX +bY =1avec X =1+byecZetY =z € Z. Donc a et b sont premiers

entre eux.

Exercice 7. (1) Par l'identité de Bézout, il existe u,v € Z tels que
au+bv = d = da'u + db'v = d.

Puisque d # 0, on peut simplifier par d, ce qui donne a'u + b'v = 1, donc d’ et V/
sont premiers entre eux.

(2) On a n = da't = abl = ba’ donc c’est un multiple de a et de b.

B) (@ OnaM == pb. Donc M = adda’ = BdV'. Ainsi, ad’ = b/, donc o'|b';
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mais puisque o’ et i’ sont premiers entre eux, d’apres le lemme de Gaug, d'|5.
(b) 11 existe donc un entier k£ € N tel que § = ka’. On a alors M = ka'b = k(n).
(c) D’apres la question (2), n # 0 et c’est un multiple commun a a et b. De plus,
on a vu d’apres la question (b) ci-dessus que tout multiple commun a a et b est
multiple de 7. Cela signifie que n = ppcm(a, b) (Exercice 3).

(d) On donc, d’apres la question (c) ci-dessus :

n = da'V’ = ppcm(a, b)
dda't’ = dppcm(a, b) (on multiplie par,d)
(da’)(db') = pged(a, b) ppem(a, b)

ab = pged(a, b) ppem(a, b).
Exercice 8. (1) On a
5(14n+3) — 14(5bn+1) =70n — 7T0n + 15 — 14 =1,
donc ces deux nombres sont premiers entre eux;

(2) Supposons que «a et b sont premiers entre eux avec a|n et b|n : il existe k,l € N
tels que n = ka = [b. Par hypothese, il existe u,v € Z tels que au+bv = 1; en
multipliant par n, on a nau + nbv = n; en remplacant n par ses expressions en

fonction de b et de a, on a lbau + kabv = n, ce qui donne ab(lu + kv) = n, donc ab|n.

Exercice 9. (1) Supposons que p ne divise pas a. Soit d = pged(p, a); alors d|p
et d|a. Puisque p est premier, on a d = 1 ou d = p. Mais p ne divise pas a , on a
d =1, donc p et a sont premiers entre eux.

(2) Supposons que p|a?, i.e. p|a-a. D’apres le lemme d’Euclide, pla ou p

a, donc pla.

(3) Supposons a et b premiers et plab. D’aprés le lemme d’Euclide, p|la ou p|b. Si

pla, pisque a est premier, on a p = 1 ou p = a; mais p = 1 est impossible, donc

p =a; de méme, sip|b, on a p = b.



