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TD no. 3 — Divisibilité - nombres Premiers et TAF

Exercice 1. Soit N € N avec N > 2. Montrer que N admet un diviseur inférieur a v/N si et

seulement si N admet un diviseur supérieur a v N.

Exercice 2. Soient a,b € N non tous nuls et d € N*. Montrer que d = pged(a, b) et seulement si d

est un diviseur commun a a et b et tout autre diviseur commun d’ a a et b, divise d.

Exercice 3 (ppcm). Soient a,b € N*. Soit M I'ensemble des multiples communs a a et b, qui sont
non nuls :

M ={m e N" |almetbm} ={m e N* | (3k,l € N) [m = ka = [b]}.

(1) Montrer que M admet un plus petit élément. Ce plus petit élément est appelé€ le plus petit commun
multiple de a et de b et noté ppcm(a, b).

(2) Donner I'équation qui définit ppcm(a, d) (sans utiliser I'ensemble M).

(3) Montrer que m = ppcm(a,b) si et seulement si m est un multiple commun & «a et b tel que pour

tout autre multiple commun m’ & « et b, on a m|m’,

Exercice 4. Soient a,b ¢ N* des entiers > 2 avec leurs décompositions en produits de facteurs

premiers
s t
T _ Sj
=1L et s=]a
i=1 j=1

ou p; (resp. ¢;) sont premiers avec p; < pz... < ps (resp. ¢1 < g2 < ...q).

(1) Montrer qu’on peut écrire
n n
a:Hugk et b:HuZ‘k
k=1 k=1
ou n € N, u; un nombre premier et oy, 8y € Npour k=1,...,n.

(2) Montrer que

pged(a,b) = [ up ™) et ppem(a,b) = 11 o)
k=1 k=1
Exercice 5. Soient a,b € N avec a > b > 0. Montrer que pgcd(a,b) = pged(b,r) ot r = a mod b.

Exercice 6. Soient a,b,u et v € Z.
(1) Montrer que
(au + bv)? = (a + b)(au® + bv?) + ab(2uv — u* — v?).

(2) En déduire que a et b sont premiers entre eux si et seulement si a + b et ab sont premiers entre

cux.



Exercice 7. Soient a,b des entiers naturels non nuls. Soit d = pged(a,b). Soient o', b’ des entiers
tels que a = da’ et b = db’. On pose n = da’t’.
(1) Montrer que o’ et ¥’ sont premiers entre eux.
(2) Montrer que 7, est un multiple commun a a et b.
(3) Soit M un autre multiple commun a a et b et o, 8 € N avec M = aa = Sb.
(a) Montrer que d'|5.
(b) Montrer que M est un multiple de 7.
(c) Montrer que n = ppcm(a, b).
(d) Montrer que pged(a, b) ppem(a, b) = ab.

Exercice 8. (1) Montrer que pour tout entier naturel n, les entiers 14n + 3 et 5n + 1 sont premiers
entre eux.
(2) Montrer que si deux entiers a et b, premiers entre eux divisent un entier n, alors leur produit ab

divise aussi n.

Exercice 9. Soient p un nombre premier et a et b deux entiers naturels.

(1) Montrer que si p ne divise pas a, alors p et a sont premiers entre eux.

(2) Montrer que si p divise a? alors p divise a.

(3) On suppose maintenant que a et b sont des nombres premiers. Montrer que si p divise le produit

ab alors p =a ou p = b.



