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I-INTEGRATION

Exercice 1

Soit 1gn[q,p la fonction définie par 1gnep(x) =1 si 2 € [a, b] et 0 sinon.
Montrer que lgn,,p n'est pas une fonction en escalier sur [a, b].

Exercice 2

Montrer que si fi, fa € Esc([a,b], E), alors les deux fonctions max(f1, f2) et
min(f1, fo) appartiennent aussi & Esc([a, b], E).

Exercice 3

Soient a et b des réels tels que a < b. Soit m € N. On note S(m) I’ensemble
des subdivisions d’ordre m de [a,b] et on pose S = UpenS(m). Un élément de
S est appelé une subdivision de [a,b]. On définit sur S la " relation d’inclusion
de subdivisions” par

a = sietseulementsi <a>C<f>.

1)- Montrer que =< une relation d’ordre sur S.

2)- Soient « une subdivision adaptée & ¢, et 8 une subdivision telle que o < 3.
Montrer que [ est aussi adaptée a ¢.

3)- Soient ¢, € Esc et deux subdivisions « et 5 adaptées respectivement a ¢
et a 1. Montrer que la subdivision a V 5 est adaptée a la fois a ¢ et a 9.

Exercice 4

Soient ¢ € Esc et o = (v)o<i<m €t v = (7j)o<j<p deux subdivisions adaptées
a @ vérifiant o < 7.

1)- Montrer que I,(p) = Io(p).

2)- En déduire que si 8 est une subdivision quelconque adaptée a ¢, alors on a
Iégalité I5(p) = In(p).

Exercice 5(Relation Chasles) Soit ¢ une fonction en escalier sur [a, b].
Montrer que, pour tout ¢ € [a,b], ¢ est en escalier sur [a,c| et sur [c.b] et que

l'on a
b c b
/gp(t)dt:/ w(t)dt—&—/ p(t)dt.
Exercice 6

1)- Montrer que 'application ¢ — Pg(p) = fj [|o(t)|| edt est une semi-norme
sur Esc([a,b], E).

2)- Montrer que son noyau est I’espace K des fonctions en escalier de [a, b] dans
E qui sont identiquement nulles sauf peut-étre sur une partie finie de [a, b].

Exercice 7



1)- Montrer que si ¢ € Esc([a, b],R) est & valeurs positives ou nulles, alors on a
I e(tydt > 0.
2)- En déduire que: si ¢, s € Esc([a, b], R) vérifiant 11 <)o, alors
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Exercice 8

1— Montrer que si f € Esc([a,b], E), alors || [* f(t)||zdt < [ ||f(t)||pdt <
(b= a)l| -

2— Montrer que si f : [a,b] — E est réglée, alors || f||g : [a,b] — R est réglée.
3— Montrer que Zre, : (Reg, || - ||s) = (E,|| - ||g) est une application linéaire
continue et que, plus précisément, pour tout f € Reg, on a

b b
| [ s <[5l < 0 a) 1]

Exercice 9
Soient f,g : [a,b] — R deux fonctions réglées telles que f(t) < g(t) , V¢ € [a, b].

Montrer que l'on a
b b
[ swar< [ gt

Exercice 10 Soit f € RZ([a,b],R) vérifiant f(t) > 0 V¢ € [a, b].
1)- Montrer que f: f(t)dt > 0.
2)- En déduire que: si g < h sur [a,b] avec g,h € RZ([a,b],R), alors

b b
/g(t)dtg/ h(t)dt.
Exercice 11

Montrer que si (fy,)nen est une suite de fonctions Riemann-intégrables sur
[a,b] qui converge uniformément vers f sur [a,b], alors f est Riemann -

intégrable et f; Ft)dt =lim, 4 o0 f; Ta(t)dt.

II-MESURE DE LEBESGUE SUR R"

Exercice 12 Soit F un ensemble mesurable de R"™.
1)— Montrer que, pour tout € R”, le translaté de F, z + E = {z + y|y € E}
est mesurable et de mesure A\, (z + E) = A, (E).

2)— Montrer que, le symétrique de E & Porigine noté —F = {—xz|z € E} est
mesurable et de mesure A\, (—F) = A\, (E).



Exercice 13 Soit F un ensemble mesurable de R™.

1)— Soit aw > 0. Montrer que, le dilaté de E par a, oF = {az|z € E} est
mesurable et de mesure A, (aF) = a"\,(E).

2)— Soit @ = (a1, ..., ay) un n-uplet des réels strictement positifs. On pose
oF = {(a121,...,an2y)|(21,...,2,) € E} le dilaté de E par a.
Montrer que aF est mesurable et de mesure A\, (aE) = ag -+ apAp(EF).

Exercice 14 Soit E CR" et O = {z € R|d(z,E) < 1}.
Montrer que si E est compact, alors A, (E) = limg_s 400 Ap(Ok)-
Exhiber un ensemble E fermé et non borné tel que cette conclusion soit fausse.

Exercice 15 Dans R et R?, exhiber des exemples de fermés A et B tels que
An(A) = A, (B) =0 mais \,(A+ B) >0 (n=1,2).

Indication : dans R penser & I’ensemble triadique de Cantor et dans R? au carré
[0,1] x [0,1].

ITI-ESPACES MESURABLES

Exercice 16 Soit X un ensemble et M un ensemble non vide de tribus sur X.
1)— Montrer que, l'intersection des éléments de M est encore une tribu sur X.
2)— Soit A une partie de P(X) et notons M(A) ensemble de toutes les tribus
qui contiennent A.

a)— Montrer que M(A) est non vide.

b)— Montrer que l'intersection de deux éléments de M(.A) est encore une tribu
sur X qui contient A.

3)— Montrer que 'intersection de tous les éléments de M(A) est le plus petit
élément de M (A) pour le relation d’inclusion.

Exercice 18 Soit M une tribu sur X.

1)- Montrer que ) € M.

2)- Montrer que si (A, )nen est une suite d’éléments de M, alors [, .y An € M.
3)- Montrer que la réunion et I'intersection d’une famille finie d’éléments de M
sont dans M.

Exercice 19 Soit X un ensemble. Déterminer la tribu engendrée par I’ensemble
des singletons de X.

Exercice 20 Soit X un ensemble. Si (A, ),en une suite de parties de X, on
pose limsup A,, = (" (U,>_,, An) et liminf A, = ;" o(No_,, An). Décrire
les ensembles limsup A,, et liminf A,. Montrer que si (X, M) est un espace
mesurable, et si les parties A, sont mesurables, les ensembles limsup A4, et

liminf A,, sont mesurables.



