UNIVERSITE D’ANTANANARIVO Année universitaire 2023-2024
FACULTE DES SCIENCES
Mention : Physique et chimie
L3 PAAC
TD2
METHODE NUMERIQUE

Exercice 1:

Considérons une fonction f(X)=e*. Estimer la dérivée de f(X) en X=1 avec un pas de h=0.1.
Programme en Maple

# Définir la fonction f(x) = e"x
fi=x = exp(x);

# Valeur de x
x0:=1;

# Pas
h=0.1;

# Approximation de la deérivée
derivative_approx == (f(x0 + h) - f(x0)) / h;

# Afficher le résultat
evalf (derivative_approx);

0.1
30.04166024 — 10. e
2.85884196

Exercice 2 :

Seit f 1 [a,b] — R une fonction de classe au moins C° sur Uintervalle [a,b]. On se five un
nombre (h > 0) "petit" ainsi gu'un point guelcongue x €]a, b[. Soit le rapport
_ flxz+3h) —3f(x +h) +3f(x —h) — f(z — 3h)
o 8h3 .

1. Montrer que le rapport A approche une dérivée de f que Uon déterminera. Donner Uordre de
précision de cette approzimation.

A

2. Vérifier que A coincide avee wne formule de dérivation nuwmérigue gue Uon donnera.

Réponse



1. Effectuons les développements de Taglor de | oaw voisinage de @ jusqu’a Dordre 4 avee wn reste

en O(Rh)

flz+h)

(@) + hf'(2) + 5 1"(2) + 1" (@) + 51D (@) + OFF), (1)
fle—h) = f@)—hf'(@)+ 51" (z) = 51" (2) + 5D @) +ORY).,  (2)

Fla+30) = f@)+307(x) + % (@) + B () + %D @)+ O(),  (3)

flz=3h) = flz)-3hf'(2) + %f"(2) — % f"(x) + % fO(2) + O(R®). (4)
Le numdratenr du rapport A s éeril alors -

(3) — 3% (1) +3 x (2) — (4) = 8B*f"(z) + O(R®).
Autrement dit, A= f"(x) + O(h?).

D'vi. A approzime la dérivée troisicme de f en T, avee une erreur en Q(h?).

2, Ona 8 f(z) = f(z+3h) —3f(x +h) +3f(z — h) — flz — 3h). Alors
05, (x)
A=y

Doit, e rapport R w'est wutre que o formule des différences finies centrédes (syméivigues) d ordre

. . a3 fix) 2
. - M) iy 22k e -
3 qui approzime f"(x) par 22535 avee une errear en O(R?).

Exercice 3 :

Soit f : [a,b] — R une fonction de classe au moins C® sur Uintervalle [a,b]. On se fire un
nombre (k> 0) "petit " winsi gu'un point gquelcongue x €)a, b[.

1. Montrer que le rapport

5 —2f(x+2h) +32f(x + h) — 60f(x) +32f(z — h) — 2f(x — 2h)
B 24h?

approche une dérivée de f que Uon déterminera. Donner Uordre de précision de celle approxi-
rration.

2. Commenter les résultats oblenus.

Réponse

1. Effecivons les developperriernis de Taglor de f ooaw voisinage de o gusgoe ' Dordere B oawvec wre resie

e O R%) -
Flo+h) = Flx) + hfi(@) + (@) + 57 (@) + (@) + {575 (=) + On°), (1)
= B) = F@) — B @)+ ) — ) B O @) — O @) + 000, (2)

Flo+ 2h) = f(x) + 20 f(x) + 207" (x) + B2 07 (2) + 22 p () + 22 rS ey + OR®), (3)

Sz —2h) = f(x) — 20 f'(x) + 2R 1" (x) — 21" (@) + 2O (=) — o 5P (x) + Or®). (4)

Le nwmdral ewr du rappori 13 s doril alors ¢
32 = [(1) + (2)] — 2 = [(3) + (4)] — 60f(x) = 24h% F"(z) + O(RF).

Autrement dit. B = f“(x) + O(h*).
Don, B approvime la dérivee seconde de f oen o, avee une erreur en O(RY).
ARF TRF
R ThE=
h? (respeciivemendt ). Done e rapport B esi beaacoup plas précis.

4]

Brappelons goae

&5 - - -
e (j:‘i]{, approcirmernd 7 oen ® aver wne errens proportionnelie 0 BoRoef

Exercice 4 :

Soil f : [a,b] — R une fonction de clusse au moins CS sur Uintervalle [a,b]. On se fire un
nombre (h > 0) "petit" ainsi gu'un point quelcongue x €|a, bl.
1. Montrer que le rapport
S 2h) —Af(@ +h) + 6f(x) —Af(x — k) + f(z — 2h)
= i
approche une dévivde de [ ogue DUon déterminera. Donner Povdre de précision de cette approzi-
mation.

C

Réponse



1 Effectuons les développements de Taglor de foaw voisinage de o jusgu’a Cordee B avee an reste

en O(R8) :
flz+h) = f(z) + hf'(z) + £ 1(x) + 2 f(2) + 5 1O (z) + L 75 () + O(h®), (1)

flz—h) = f(x) = hf'(x) + 5 (@) — 55 "(2) + 5 F D () — L5 7O (2) + O(KF), (2

f(z + 2h) = f(x) + 2hf'(x) + 22 f"(z) + L2 f7(2) + L2 F(2) + 32 £O) () + O(RF), (3)

fla —2h) = f(z) — 2hf'(x) + 202 f"(z) — L& f"(z) + 2L FO (z) — L FO) (z) + O(RE). (4)
En combinant ces quatre équations, on obtient
[(3) + (4)] — 4 x [(1) + (2)] + 6f(x) = h*FD(x) + O(hF).
Done, C = fA(x) + O(h2).

Dioi, © est une approvimation de o dérivée seconde de foen x, avee ane précision en O(h?).



