Approximation de racines d’équations

C’est seulement pour certaines équations bien particuliéres que les procédés clas-
siques de résolution permettent d’exprimer les solutions exactes. Un exemple tvpique
est celui des équations du second degré, en utilisant le discriminant. Dans de nombreux
cas, on peut seulement localiser les solutions, et en calculer des valeurs numériques
approcheées.

Considérons par exemple, 1"équation
10z —9e¢™ " = 0.

Les méthodes usuelles de transformation (transposition, utilisation de la fonction lo-
gartihme, ...) ne permettent pas de résoudre algébriquement cette équation. Pourtant,

on observe graphiquement qu’elle admet une solution unique sur [0, 1].
K= 10K - B Exp(-x)
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Dans ce chapitre, on va exposer les principales méthodes itératives de résolution d’ une
équation de la forme

ou [ estune fonction continue définie sur un intervalle [u,5]. On se placera dans le
cas ou, localement, il v a une unique racine, pour en donner un algorithme d’approxi-
mation.
.1. Méthode de la dichotomie
Cette méthode consiste en une succession de divisions par deux de l'intervalle

pour approcher de plus en plus la racine de I"équation f({x) = 0, jusqu’a ce quune
précision = soit atteinte.

.1.1. Hypotheses sur la fonction f

vérifie les hypotheses :
(D1) f est continue sur [a, b],
(D2) [ est strictement monotone sur [a, b,
(D3) fla).f(b) <0,

ce qui assure I'existence et I'unicité de la racine ¢ € [a, D).

1.2. Algorithme de la méthode
On partage [a, b] en deux intervalles égaux [a, 2] et [E2, ],

Sile signe de f((a + b) /2) est le méme que celui de f(a), la racine ¢ appartient a
rintervalle [ 212 p].

Sinon, elle appartient a I'intervalle [a, 272,
On réitére le procédé avec 1'intervalle obtenu contenant « .

On arréte I'itération lorsque la longueur de l'intervalle devient inférieure a un
nombre = fixé au départ.



Remarque
A T'étape n, ¢ appartient a 'intervalle de travail, qui a pour longueur

b—a
on
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D’une itération a la suivante, I’erreur est donc multipliée par 1/2.

.1.3. Exemple
On considére I"équation 10 — 9¢ " = (). La fonction f définie sur [0, 1] par
flx) =10z — 9e *
est continue, dérivable, et sa dérivée ' vérifie
flz)y=1049¢"% %1,
donc f est strictement croissante sur [0, 1].

De plus f(0) = —9et f(1) = 10 — 9/e ~ 6,69 sont de signes contraires.

On peut donc utiliser la méthode de dichotomie pour calculer & 10— prés la solu-
tion de 1"équation proposée.

Le nombre n de termes a calculer doit vérifier :

L | R
5 & 10
soit
In(10%)
"7 Ti(2)
On crée le fichier f1.m
function y=f1(x)

yv=10*x-9%exp(-x):

On évalue le nombre 1, de termes a calculer (sous Matlab, ceil(x) donne le plus petit
entier supérieur ou égal a )

» n0=ceil(log(1e6)/log(2))
n0 =20




D'ou

»a=0;:b=1;
»fori=1:20

m=(a+b)/2:

flDeM = fl(m):

if (f1DeM >0)b=m:else a=m:end
end

On affiche I'intervalle obtenu

» format long
» [ab]
ans = 0.52983283996582  0.52983379364014

A 10" prés, 1a solution est (1.529833.

1.4. En conclusion = e

La méthode de dichotomie a I"avantage d’exiger peu d hypothéses sur la fonction.
Elle sert parfois de moyen de calcul d une initialisation pour les algorithmes des autres
méthodes. L'inconvénient majeur de cette méthode est la lenteur de convergence de
son algorithme.

.2. Méthode des approximations successives (ou du point fixe)

Parmi les méthodes de résolution de 1 équation

la méthode dite des approximations successives (ou du point fixe) est la plus impor-
tante. Son principe est basé sur la construction d'une suite itérative approchant de
plus en plus la racine exacte, son premier élément (appelé initialisation) pouvant étre
n’importe quel point de I'intervalle de travail [, b.

La méthode du point fixe s’applique a des équations de la forme

On peut toujours écrire 1'équation f () = 0 sous une forme équivalente de ce type.

&

Par exemple, I'équation 10 — 9¢  * = () est équivalente a
9
Tr = —8
10

On prendra garde de ne pas confondre 1a fonction | et 1a fonction .

r



2.1. Hypotheses sur la fonction p

On se place dans le cas ou la fonction

p:la,b) 2 R

vérifie les hypothéses :

(F'1)  est continue et dérivable sur [a, b],
(F2)  prend ses valeurs dans [a,b],
(F3) 3IM €]0,1[:Vx € [a,b] |p'(z)] £ M.

On dira que » est une conftraction stricte.

2.2. Théoréme du point fixe

Lorsque o vérifie les trois hypothéses (F'1), (F2), (F3), il existe une
unique racine ¢ de 'équation () = x, appelée point fixe de .

Considérons en effet 1a fonction définie par
g(z) = w(z) — =z,

qui est strictement décroissante puisque

Iy

d(z) =¢'(z) ~1<0

grice a (F'3). Alors, d’aprés I'hypothése (F'2), on a

gla) =pla)—a =20
)= o(b) — b<

g(b) = (b)) —b< 0.
Le théoréme des valeurs intermédiaires donne alors 1'existence d un unique point ¢

appartenant a [, b| tel que
gley=1.

.2.3. Algorithme et estimation d’erreur

2.3.1. Algorithme
On construit 1a suite des itérés de la maniére suivante :
— on fixe un point -, quelconque de [a, b,

— puis on définit
r1 = @wlx)
£ = p(zy)

l Tpy1 = PlEy).



2.3.2. Majoration d’erreur

Si ¢ est le point fixe de 7, on a

S Mz —¢ <|zg — ¢

o~ = lpleo) - o(e)

3 PR

za—¢ = |plz1)—ple) €Mz —¢ < |21 —¢l.
| | |pler) — ple)] < M| | < |

En réitérant, on voit bien qu’on s’ approche de plus en plus de 1a racine : c¢’est le prin-
cipe des approximations successives. Plus précisément, on démontre par récurrence la
majoration d’erreur

||‘v‘n 20 |zp—c £ M" b—al.

€Ly — (“ ‘-Q_; JI”

En effet, 1a propriété est évidenunent vérifiée pour n = (), et si on la suppose veri-
fiee aunrang n — 1 donné, le théoreme des accroissements finis implique 1" existence
d'un{ €la, b] tel que :

o —¢| = |@(n_1) — ()

£ M|zp_1 —¢
€ MM" !z —¢
< M"|ry—¢
< M"|b—aq.

Ainsi, la suite () converge vers ¢ puisque, M appartenanta |0, 1], on a

lim M™ = 0.

n——meo

2.3.3. Testd’arrét
Fixons = > (). Pour que «,, soit une valeur approchée de ¢ a = prés, il suffit que :
M"|b—a|l <=
soit

Inz —In|b— al
T M




D’ou I'algorithme de la méthode du point fixe :

Etant donné une fonction p vérifiant les hypothéses (F'1), (F2), (F3)
sur un intervalle [a, b, et un nombre positif = :

Ins—In|b—a
e oncalculeny, = E (“[n%) +1,

e on choisit xy € [a, b],
e pourndel any, on calcule x,, = p(x, ).

Une valeur approchée a = prés de la racine ¢ est ;.

2.3.4. Remarque

On peut construire graphiquement la suite des itérés («;), a I'aide de la ligne po-
Iyvgonale [AM/y Ny M Ny My Ns..| , oi M; a pour coordonnées

(=)
£y
Iy - I
wlz:) /] \ Zipn )

Ainsi, [M; N;] est le segment “vertical” joignant les points d abscisse «; de la droite
d’équation y = x et de la courbe d’équation y = (), et [N; M, ] est le segment
“horizontal” joignant les points d’ordonnée 1 ;y, de ces deux mémes figures (voir
exercice 6.5.4).

et \; a pour coordonnées

Methode du point fixe

09K y=0/10"exp(-x) =x
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Ainsi, [M; N;] est le segment “vertical” joignant les points d abscisse u; de la droite

“horizontal” joignant les points d’ordonnée i ;1 de ces deux mémes figures (voir
exercice 6.5.4).

Meéthode du point fixe
1.
08K y=0/10"exp(-x) =x
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2.4. Exemple

Pour calculer a 10" prés la solution, dans I'intervalle [(), 1], de Iéquation



9
pro= —e
10

par la méthode du point fixe, on procéde comme suit :

e

— On définit 1a fonction 7, telle que

Cette fonction est continue et dérivable sur [0, 1].

— Pour vérifier I'hypothése ( F'2), on étudie les variations de o, en calculant ' :

» SYms X :

» phiDeX = 9/10%exp(-x):

» phiPrimeDeX = diff( phiDeX )
phiPrimeDeX = -9/10%exp(-x)

Comme ' () < 0, @ décroit de (1) a ¢ (0)

» phiDel= subs( phiDeX 1)
phiDel =0.3311

» phiDe0O= subs( phiDeX ,0)
phiDe0 = 0.9000)

Donc, () prend ses valeurs dans 1'intervalle
[0,3311..., 0,9000...] C [0, 1],

et (F'2) est vérifiée.

— Pour vérifier (F'3), il faut en général étudier les variations de ', donc calculer
o', mais ici

¢ ()| = (),

donc | ' (x)

a pour maximum M = 0, 9.

— Le nombre n( de termes a calculer pour obtenir une valeur approchée de la
solution a 10 % prés est donné par :

» n0=ceil ((log(10"(-6))-log(1-0))10g(9/10))
n0 =132

d:Ol'l ng = 132

— On calcule les itérés successifs :



d'oon, — 134

— On calcule les itérés successifs -

» X(1)=0;
» fori=1:132 X(i+1) = 9/10%xp(-X(i)); end
» format short
» X(1:6)
ans =
00°0000.3659 0.62420.4821 0.5557
» format long
» X(133)
ans = 0.52983296563343

On retrouve la valeur approchée 0.529833 4 11 " prés.

2.5, Vitesse de convergence

Elle dépend de la valeur de \/ (voir hypothése /) :

— 31 M estproche de 1, la convergence est lente. On a vu dans 1'exemple précédent,
o M ()9 quiil fallait 132 termes pour obtenir une précisionde = — 101"

- 31M 1.5, onretrouve la vitesse de convergence de la méthode de dichotomie.

— 31 M est proche de 0, on a une convergence rapide.



3.1. Hypotheses et alporithme de Newton

3.1.1. Hypotheses

On sevient 2 la sesolution de I 2guation

et on suppose gue la fonction | verifie les hypotheses seivantes :

w1 | ext comtinue nur |u, ],

| st strictement momotone sur o, b,

I'i. il il
I | I J] o«
[ est dérivable sur [0, b et 'r) # 0 sur o b].

-
e IS e

Les trofs premisses hypothezes zamnrissent I'existence ot 'unicite d'nne racine - de
I'egnatian

w312 Comsrruction de algerithme

L'idee primcipale de la méthode de Newtom est de dire qu’ 3z voisinaze de la racine
- la conhe sepresentative de by fonction pexnt eire confondne avec L fangente en un
point iy proche de - Cela revient 3 confondee | avec son développement limite 2
Vopdre | &n oo, -

doni la solntion =si
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.| esf ume premigse approximarion de . En séitesant le procéds ci-dessns, on constrmit
la smite définie par -

[ v fxé proche de

appelee smite des irtres de 1"alperithme de Newton.

3.13. Remarque
Certe snite est celle permertant de chescher ke point fixe de la fonctien
I| [ah
—+ T I ?
Jr
(vodr § 4 2.1).
o est desivable si, et senlement 3, [ Dest. Cela condnit 3 ajouter I"hypothese
smivante e |

":.". i [ est deux fois dérivable sur |0, b,
3.1.4. Théoreme
Om a ke
Theoreme
Sous lex kypothéses (N1, .. [NV, of pour r), choin suffiromment proche

de umigue racine o, la suite des iteres de Newlon comVErge vers e

On admertra ce théoreme dont I'idée de demonstoation cepose sur le fait que la
fomction .o vesifie toutes les hypotheses dn point fixe dans nn vodsinage de .



