Chapter 1

LA DIFFERENTIELLE

1 Définition et premieéres propriétés

1.1 Définition

1.1 Défnition. Soit f une application définie d'un ouvert U C R dans R,
dérivable en xp € U §'ll existe y € R tel que

lim = (7o -+ 2) ~ f(z0)) =

S 0 To}) =Y
Si y existe, il est unique et appelé dérivée de f en zg, noté y = f'(xo)-

1.2 Définition. Soient (F, “”ﬂ un espace vectoriel normé et f une application
définie d'un ouvert U/ ¢ R dans F. On dit que f est dérivable en zo € U §'il
existe y € F tel que

ﬁfﬁ i(f(%“ﬂ)—f(ma)) =7y Ou encore lim0 [£(zo £ 2) —1;{9:0) — - yllr =0
#£

Cette limite lorsqu’elle existe, elle est la dérivée de f en zo, notéée f'(z,) € F.

1.3 Définition. Soient F, F deux espaces vectoriels normés sur E, L(E, F)
Tespace des applications R-linéaires continues de E dans F' muni de la norme
classique ||f||o(e,7) = supyp)z<1 [F(A)]|F. Solent U un ouvert de E, f une
application de U dans F', a € U. On dit gue f est différentiable en a s’il existe
Lo € L(E, F) tel que, quel que soit € > 0, il existe & >> 0 tel que, pour |{hl|p < a,

(gt &) — Flgn) ~ La(B)l|F < el|bl] =

1.4 Remargue. On rencontre quelques écritures strictement équivalentes :

(1) fla +h) = F(a) + Lo(Ri+ Ikl ze(h), ot e(h) € F tend vers 0 avec h.

(2) fa +h) = f(a) + La(h) + o(h)- :

1l est & noter que la notation de Landau o(h) représente un ensemble de fonc-
tions. Au fait, on devrait écrire h — f(a + h) — f(a) + L, (h) € o(h), ou o(hk) -



est 'ensernble des fonctions g de norme ||g|| Lz, r) < €|hl|g. Ces écritures mon-
trent P'idée de la notion de la différentielle comme approximation de f par une
application affine au voisinage d’un point a .

1.5 Proposition. Si f est une fonction différentioble en a, Uapplication L,
définie ci-dessus est unique.

Proof. Supposons qu'il existe L1, Ly € L(E, F') deux applications vérifiant, pour
tout £ > 0, il existe 7 > 0 tel que ||A||g < 1 entraine
[I[f(a+Pr)—fla) — Iy (h}iﬁ? elirfle et ||fla+h)— fla)— Lz(h)}f;_: elhile-

Soit L = Ly — Ly, alors, L € L{E, F) et pour ||k||g <7, on a ||L(h)||Fr < 2
d’apres les formules précédentes et 'inégalité triangulaire. Soit A fixé non nul.
Il existe & > 0 tel que {|ah||g < 7, et donc ||L{ah)||r < &l|ahl|E, ce qui entraine

" elllL(B) | F < elal|ihl]e puis [|L(R)iF < &llhl|E. Cettg inégalité est vraie quel

que soit ¢ > 0, d'olt L(h) = 0. Ceci étant vrai pour 4 quelcongue, on conclut
que L est identiquement nuile, d’ott L; = Ls. O

Notation: L’application linéaire L, est notée f'(a), Df(a) ou d,f.

Dans le cas particulier oli 'espace de départ est R, on a défini deux notions :
différentiabilité et dérivabilité.

1.6 Proposition. Soient F un espace vectoriel normé, f : E — I une appli-
cation et Ty € ﬂ' Alors,  dérivable en xy est équivalent & f différentiable en
xo et, pour tout € A, do, f(z) =z - f'(20). En particulier, f'(zg) = dg, f(1).

Proof. Par définition de la différentiabilité en z,, on a Ve > 0, In > 0 tel que
l|zilm = |x| < 7 entraine ||f(zo + ) — f(zo) — dap f(z)l|r < £|z|. Mais alors,
dans R, cn a % = -1, donc ||f (o + z) — f(%0) — de, f(1)z||r < el|. Alors,
limgso || HEAZ=IED — g £(1) | = 0, dob dey £(1) = F(z0)- =

Il est & noter que la dérivée de f en zg et la différgntielle de f en zg sont
de natures différentes car f'(zo) € F et d,,f € L(R,F), mais il existe un
isomorphisme canonique entre L(R, F) et F.

1.2 Premiéres propriétés

1.7 Proposition. Soient E, F' deur espaces vectoriels normés, U un ouvert de
E eta e U, [ une application de U dans F différentiable en a. Alors, [ est
continue 2n a.

Proof. Soit € > 0. Si f est différentiable en a, il existe n > 0 tel que, pour
llklle <. [|f(a+h)—f(a)—daf(R)l|F < €l|Rl|z. L’application d, f étant linéaire
continue, alors en faisant tendre ||h|| g vers 0, on trouve limyp, g f(a+h) = f(a),
d’ol f est continue en a. y [



1.8 Proposition. Svient E et F' deuz espaces vectoriels normés, U un ouvert
de E, f une application de U dans F différentiable en un point a € U. Alors,
[ est toujours différentiable en a si ’on remplace les normes sur E et F par
des norines équivalentes, et sa différenticlle est inchangée. En particulier, si B
et F' sont de dimension finie, lo différentiabilité ne dépend pus des normes car
elles sont toutes équivalentes.

Proof. On ne change pas la topologie d’un espace vectoriel normé en remplacant
une norme par une norme équivalente, donc on ne change pas les notions de
continuité et de limite. O

1.3 Application différentielle

1.9 Définition. Soient E, F' deux espaces vectoriels normés, U un ouvert de
Eet f:U — F une application. Si f est continue en tout point de 'ouvert U,
on dit que f est de classe C” et on note &°f = f.

1.10 Définition. Soient E, F deux espaces vectoriels normés { E éventuellement
égal & R), U un ouvert de E, f : U — F une application. On dit que f est
différentiable dans U (respectivement dérivable dans U) si f est différentiable
(respectivement dérivable) en tout point de U. Dans ce cas, on appelle appli-
cation différentielle (respectivernent dérivée) de f la fonction df définie sur U &
valeurs dans L(E, F) (respectivement F) qui & a € U associe d,f (respective-
ment & x € U associe f/(z)). On note d*f = df.

1.11 Définition. Soient E, F' deux espaces vectoriels normés, I/ C E un ouvert,
f : U — F une application. On dit que f est continiment différentiable ou de
classe C~ sur U si f est différentiable en tout point de U et si df : U — L(E, F)
est continue.

2 Quelques exemples et théoréermes classiques

Dans cette section, F, F sont des espaces vectoriels normés, U un ouvert de E.

2.1 Exemples

2.1 Proposition. (Applications constantes). Soit f : U C E — F une
application constante (i.e. il existe b € F tel que, Vo € U, f(z) =0b). Alors f
est différentiable en tout point de U et, pour tout a € U, dof =0 € L(E, F).

Proof. On a f(a+h) = f(a)+0. S;J-:(— O

2.2 Proposition. (Applications linéaires). Setent f € L(E,F). Alors f
est différenticble en tout point de E el, pour tout a € E, dof = f.

Proof. 1Yabord d’f?@{é%’ la propriété 1.7, si [fest une application linéaire non
continue, alors elle n’est pas différentiable. De plus, dans ce cas trés particulier,

d.f ne dépend pas de a. La preuve de la proposition est donc immédiate, on a ‘
Ha+h)— fla) - f(h) =0. G



2.3 Proposition. (Applications multilinéaires ). Soit f € L(Ey > x By, F)

ou By, -+, Ey, F' sont des espaces vectoriels normés. Alors, f est différentiable
sur By < -+- x By et, quel que soit (i wensitl) € B Snmv Eyr, quel que soit

; . q
(h1,.,.,h;c)eﬁ}><---xbk, on a 5

d(al,...,ak}f(hln e :h'k) S f(h'h agy ..., ak)"—f(ala h‘?: seey Cl};)-’-‘ - '+f(a1y .- shk}
En particulier, pour k=2, on a d(ay,02)F(R1, h2) = f(hy, a0) + flay, he).

Proof. 1. suffit de montrer la proposition pour k£ = 2, et le principe est identique
pour k£ > 2. Soit E = E) x Ey, h = (h1,h2) € E. Soit f € L(E, F). Alors,

flar +ha, a2 + ho) = flar,a2) + flag, ho) + f{h1,a2) + f(h1, ha).

L’application (hq, hs) f(a1,he) + f(h1,a2) est bien dans L{Ey x Es, F)
et |[f(h1,ha)|lr < Il milka|lz, [|helle,. Soit € > 0. Sans nuire & Ia
généralité, on prend comme norme ||h||5 = mex(||hy||g,, [|he2l|g,). Alors, pour

n = \ﬁ?ﬂfﬂ:‘ﬁ’ on a |[k||g < 7 eniralne [1F(h1, ho)|lp < gllhllz, dou le
résultat. O

Remarque: Lorsque I'espace de départ est de dimension finie, toute application
linéaire ou multilinéaire est continue et donc différentiable.

2.2 Opérations sur les fonctions différentiables

2.4 Proposition. Soient U et V deuz ouverts de E contenant o, f et g deuz
applications définies respectivement sur U et V, d valeurs dans F'. Si f et g sont
différentiables en a, alors f+ g est différentiable en a et do(f+9) =dof +dag.
De méme, si o € R, alors af est différentiable en o et do{af) = ad,f.

Proof. Lz preuve est immédiate. 0

2.5 Proposition. Soient E, F, G trois espaces vectoriels normés, O, U des
ouverts de E et F respectivement, f une application de O dans F, g une appli-
cation de U dans G et, a € O tel que f(a) € U. Si f est différentioble en a et ¢
différentioble en f(a), alors gof est différentiable en etda{gof) = dy(aygod, f.

Proof. Soit e > 0fixé. Par hypothese, il existe a, 7 > 0 tels que, pour Rz < a,
|ikl|# < 7, les fonctions ef(h) = f(a + k) — f(a) —daf(h) et g,(k) = g(f(a) +
) = g(k) ~ dyo(k) vériient [le(W)[e < z[|kils et |l (R)lle < eltlie. On
ago fla+h)—go fla) = g(f(a) + duf(h) +es(h)) — g o f(a). En posant
k = do f(h)+es(h), on obtient go f(a+h)—go f(a) = 9(f(a))+dsayg(k)+eq(k)—
9(f(@)) = dpyg(daf(h)) + di(a)9(er(h)) + €4(k). En évaluant cette expres-
sion, on a |lds(a)g(ef(M)lle < llds(ayglleie,mlles(B)liF, dott pour |[ki|s < a
His@a(er(Mlle < elldpagllzmelles(B)llr < Cellhlis. Par ailleurs, on peut
choisir § < a tel que [|4]||z < B entraine ||k||p = lldaf(R) + e (B)||r <
]Idaf(h)HL(E,pﬂ]hHE + eljh|le < n. Pour ce choix de 3, on a lleg(B)lle <
elibllr < e(lldafllziz,r) +e)llkllz < C'ellh||z1 suit que, pour |||z < 3,
go fla+h)—go f(a) — demyg o dofllc < l|b]| 2. o

4



Dans le cas particulier ot F = F = R, la proposition précédent donne
(gof) (z0) = dag (90f)(1) = d(ag)g( mof(l)} = df(z)9(f'(z0)) = f'(x0)df(ao)9(1)
D'ow, (g0 f)(zo) = f'(z0)g' (f(z0))-

2.6 Proposition. Soient E, Fy,--- ,F}, des espaces vectoriels normées et f :
UCE-+F=F % - xF, f=(fi,-...fr) o0 les f; : U C E — F. sont les
composantes de f. Alors, f est différentiable en a € U si et seulement si, pour
tout 1 < i<k, f; est différentiable en o. Dans ce cas on a, pour tout h € E,

daf(h) = (dafl(h)adafZ{h): ces 7dafk(h))-

Pmof. Pour tout 1 < i < k, on considére la projection p; : F — F; et Vinjection
: F; — F définie par u;{z;) = (0,..,0,2;:,0,...,0}. Les applications u;
et; p; soat linéaires et continues, donc dlfferentlables De plus, elles vérifient
piou; = Idp, et Ez_l u; op; = Idp. 81 f est différentiable, alors p; o f = f; est
différentiable et vérifie Vi € E d, fi(h) = pi o do f(R).
Remproquement si pour tout 4, 1 < 7 < k, f; est différentiable au poiut @, on a
21 qujopzof = f, done f = Z; _,u;0 f;. D'ou, f est différentiable au point
aet Vh < E, dof(h) = L1 u; 0 dafi(h). O

3 Différentielles et dérivées partielles

Notations Soient (Fy, || ~{|1),. - (Ery || - i), (F ]| - ||F) des espaces vectoriels
normés, U/ un ouvert de £y X --- X Ej et f une application de U dans F'. Soit
a=(ay,...,a;) € U. On considére, pour 1 < i < k, on considére I'application

h;, définie par h;, : F; = Ey X +-- X Ex, z = (@1,...,%,...,05). Elle est
différentiable sur F; car chacune de ses composantes est une application con-
stante, sauf la i-itme qui est 'application identité de E; dans lui-méme. De
plus, pour tout o, z' € U, on a duhy (z) = (0,...,0,%,0,...,0).

On appelle application paertielle d’indice 7 de f au point a I'application notée
fi, = f o hi, définie de I'ouvert h; (U) C U dans F.

3.1 Définition. On dit que f admet une différentielle partielle par rapport
au i-idme espace (on dit aussi par rapport 4 la i-itme variable) au point «
si l'application partielle f;, est différentiable au point a; € hj 1 (). Cette
différentiiclle, si elle existe, est appelée la différentielle partielle de f par rap-
port au i-iéme espace au point a et on note d;_ f.

S5iau moins 'un des F; = R, on définit la dérivée partielle comme étant la dérivée

fi (a;) de f;,. Dans ce cas, on note %(a) = (fi.)'(as), donc 2L - (a) = di, f(1).

On note d;f Papplication définie par E; — F, a; d;-: f- 1 est & noter que
cette application n’est pas une différentielle en un point, donc elle n'est pas
nécessairement continue.



3.2 Proposition. Soient f:UCE Xx---xE,—>Fetaecl. Si [ est
différenticble en a € U, alors, pour tout 1 < i < k, les différentielles par-
tielles par rapport & la i-iéme variable de [ au point a existent et, quel que soit
(2:1,...,.'5_‘;) € Ey x - % B,

Buf (BhnsssBa) =y, Flog)tunsf di, fzk)

Dans le cas particulier ot Ey x --- x By =R*, on o

P

d&f(mlﬂ' oo :-'”f'k) = Il%f{“) e +$k(%f(a)

Proof. Soit a = (a; s+ @k). Par définition, pour 1 <4 < k,on a

di,f = da(fohi) = dn;, (es)f © doghs,. Alors, quel que soit (1,...,2x) €
By -x By, di, f(2:) = do f(0,...., i, ..., 0). Done, dy, f(z1)+-+di, f(zy) =
d.f((z1,0,...,0) + o+ (0,22,0,...,0)+ (0,...,0,z:)) =dof(21,--.,28).
Dans le cas ot By x +-- B, =R*, on a

&, f@:) = di, i X 1) = @3d;, f(1) = xi%(“)-

4 Matrice Jacobienne

Dans le cas particulier ol f: U ¢ R* — R™, sa différentielle en un point peut
s’exprimer sous forme matricielle.

4.1 Théoréme. Soit f : U C R* — R™ ¢t q = (@1,....,a,) € U, f =
(f1r--- 1 fm)- Si f est différentiable en a, alors la matrice de d, f € L(R", R™)
relative aur bases canonigues est appelée la matrice Jacobienne de f au point a
définie par

) %) .. 9L (ay:
Ja=| s
Una) Un@) ... Yn(o)
Proof. Pour tout 1 <4 <m, ¥(zy,...,2,) € R",
dofiy,...,2,) = gi-le e e ggi’”n'
Donc, la metrice colonne de duf (@1, .., 7n) € R™ (relative & la base canonique

dof(®1,... ,ﬂl‘nJl

o daf(xla---)g;nb
de B™) vérifie 3 =

daf(ﬂ?l, i ,xn)m



dafl(mlj - :
Ao fo(z1, ..

dofm (21, ...

i)
e

, -"U'n,)

(a)
v :cngf—
$1a;%(a -!-

9 (a))
3 Ba: (a,) +- +.’£na

( } “+ T gmr: (a'))
a) - -
.'£1 Dy _L

= Jfa



Chapter 2

THEOREME DES
ACCROISSEMENTS
FINIS

1 Théoréme des accroissements finis

1.1 Théoréme des accroissements finis, cas réel

1.1 Théoréme. (Rolle) Soit g une application, g : [0,b] C R — R telle que
gla) = g(b) = 0, g continue sur [a,b] et g dérivable sur |a,b]. Alors, il existe
c €la, b| tel que g'(c) = 0.

1.2 Théoreme. Soit f : [a,b] CR — R. Si f est continue sur [a,b] et dérivable
sur la, b, alors il existe ¢ €]a,b[ tel que f(b) — fla) = f'(c)(b— a).

Proof. Soit g : [e,b] = R, g(z) = f(z) - ﬂb;—:‘j}ﬂl(a: —a)+ f(a). Alors, on a
g(a) = g(b) = 0, g continue sur [a, b], dérivable sur |a,b]. Du théoréme de Rolle,
on déduit le résultat. a

1.3 Remarque. Le théoréme 1.2 est faux si I'espace d’arrivé n’est pas R. Par
exemple, considérons la fonction f : [0,27] — R?, z +» (cos(x),sin(z)) . Pour
tout z € [0, 27, la norme ||f/'(z)||]2 = 1, d'olt f'(z) # 0 pour tout z. Mais alors
f(2r) = f(0) = (0,0).

1.2 Théoréme des accroissements finis, cas général

1.4 Théoreme. Soient (F, ||-]|F) un espace vectoriel normé, f : [a,b] CR — F,
g:la,b] CR =R, telles que f et g soient continues sur [a,b] et dérivables sur
o,b. On suppose que Vo €la,bf ldufllzary = IF@)lr < g'(z). Alors,
[1£(6) = fla)llF < g(b) — g(a).
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