Intégration numerique

1. Description de la méthode

On donne une fonction numérique f définie et intégrable sur [z, b| supposée connue
(grace aux mesures) en (n + 1) points selon le tableau :

]
Pour approcher le nombre exact I = [ f(#)dt, I'idée est 1a suivante :

a .
— on remplace f () par son polynéme d’interpolation PP, (i),
i
—oncalcule I, = [ P,(t)dt.

¥

— on estime 'erreur |1 — 1.

Une telle méthode est appelée souvent méthode de quadrature. On décrira celles
qui font appel a U'interpolation polvnomiale de degré (), 1 et 2. On obtient respective-
ment les formules simples des rectangles, des trapézes et de Simpson.



Methooe simple 083 frapézes

a4+ (i —1)h, a+ih], i=1,...n

de longueur /i = (b — a)/n, auxquels on applique la formule simple puis par somma-
tion, on déduit les formules dites composites.

MEéthode de5 rapézes compasie

~

a ash a%Zh 1]

Le choix de la méthode dépend généralement du type de fonctions qu'on doit
intégrer. On peut éventuellement combiner les trois méthodes (rectangles, trapézes,
Simpson) sur des intervalles bien choisis.



8.2. Méthode des rectangles
8.2.1. Formules simples

Supposons que [ est connue en un point v & [a, b]. Le polynéme d’interpolation

de f estla constante I () = f(«). Le nombre I est donc approché par
h. h.
Iy = [ By(t)dt = [ fla)dt = (b — a)f(a).
a a

Méthode simpie des reciangles

y=fix)

flaipha)

Dans le cas particulier ot le point «v est le milien de [a, b

on obtient

' 4+ 1
IU — (!‘J """ f.f.:lf (ujzl_ )) '

C’est la formule simple des rectangles point-milieu.

8.2.2. Formules composites

On généralise les formules précédentes a (n + 1) points équidistants

ol




En appliquant le méme principe d’interpolation de degreé () sur chaque intervalle

8.3. Méthode des trapezes

8.3.1. Formule simple

On urilise I'interpolation a deux points. Si on suppose connue | aux deux points u
et b, on a vu que

8.3.2. Formule composite

En généralisant le méme principe aux (n + 1) points équidistants précédents, on
obtient

3y

i . b ax 1[:1"[:.'!.'5:] + flxi)
I;—Z [ Pyt = — Z ‘ 5 —

On utilise usuellement la derniére formule plus économique en nombre d opérations
arithmétiques.



8.4. Méthode de Simpson
8.4.1. Formule simple

On suppose connue [ aux trois points équidistants de [, b]

C’est la formule simple dite de Simpson.

- boal. 41 =
I = [ Pa(t)ydt = = lftul +4f (”;r ’) +,HbJJ.

Méthode simpie de Simpson

y=fix —

=P2(x)




8.4.2. Formule composite

On réitére la formule précédente en partageant I'intervalle [a, b] en

Togrw

/ Pyitydt = %“ (g ) 4+ Af (rnipr) + flaaiga )]

et ensuite, 1a formule composite de Simpson

g1 o,

I —Z [ Pu(t)dtt

i=0 T2
21 21
= — |:‘f (a) + f(b) + 22-‘””‘ + 2ih) 4+ —lz_f (a+ (2i + 1))
i—1 i=10
8.5. Gestion d’erreur
On se bornera a I'étde de 1'erreur mathématique commise dans la méthode des
trapézes et celle de Simpson.
8.5.1. Erreur dans la méthode des trapézes

En formule simple on a vu que la quantité

approche

hifla) + fla+ 1))
5 .

a



En supposant ensuite que [ admet des dérivées successives continues jusqu’a 1’ ordre
2. on montre, grice a un développement de Tavlor de (/) al'ordre 2 qu'on a

1202 z=lab

B
[
|[I —I| € — max |f"(x)]
zc (b
En formule composite, on déduit que
(b —a)? o
H|I ----- Ir| £ ©—af max | (x)].

8.5.2. Erreur dans la méthode de Simpson

Utilisant 1a méthode précédente on trouve 1'estimation de l'erreur suivante, en
composite, pour des fonctions [ admettant des dérivées successives continues jusqu’a
I"ordre 4

(bh—a)® o

..... e 0Dk [P ()]
Hl‘r Isl < Tggpr max [/ (@)

Lorsqu on connait une majoration A/ de | f**{u
au plus une erreur = vérifie nécéssairement

. le pas choisi /i qui permet d’avoir

b — )’
[1'3['}”{ M <
d’ou
“’1;[.}'” WM < -
ou bien

Lepas hestenO (='/") .

Si on veut éviter d utiliser une majoration de | f'*'(:r)| ., on effectue les approxi-
mations 1" et I~ de I de pas respectifs / et h/2. La deuxiéme est peu coliteuse,
puisqu’elle utilise certaines valeurs déja calculées. On réitérera les calculs, en rempla-
cant i par h /2, et en effectuant le test d” arrét
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